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نظرية الاحتمالات وتطبيقاتها 


تال ف 
12 محمد بن إبراهيم عقيل د. عبدالرحمن بن محمد آبو عمه 
الأستاذ المشارك بقسم الریاضیات الأستاذ بقسم الإحصاء وبحوث العمليات 
كلية التربية بأبها كلية العلوم بالرياض 
جامعة اللك خالد جامعة اللك سعود 





5 ےت 220ا 20 الا اا 


(ح) جامعة الملك سعود ١٤٢٥ھ‏ (۲۰۰۰م) 





فهرسة مکتبة الملك فهد الوطنية أثناء النشر 
عقيل» محمد إبراهيم 

نظرية الاحتمالات وتطبیقاتها . محمد [براهیم عقیل ؛ عبدالرحمن محمد آبو عمه 
- الوياض 

۵ ۸ ۵ ص ۰ ۷ اسم 
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محمد (م. مقار ب- العنوان 

دیوی ۲ ,۵۱۹ ۳۹۹ ۵ ؟ 


رقم الإيداع: ۲۰/۳۱۸۹ 


فى اجتماعه العاشر للعام الدراسی ۱۶۱۹/۱۶۱۸ ه الذي عقد بتاریج 
۰۸۳۸ھ الموافق ۱۹۹۸/۲/۱۵. 





1 : النشر العلمي والمطابع ٣۱‏ | و د ۲ 


المعد مه 


لقد كان الدافع وراء عزمتا فی إعداد هذا الکتاب هو قلة الکتب المتوافرة فى 
الاحتمالات باللغة العربية أولاً: وثانیّا شعورنا بحاجة الطالب العربی الشديدة إلى 
کتاب یغطی حاجته الاساسية من هذا العلم. ۱ 

حاولنا أن یکون الکتاب شاملاً لجمیع الموضوعات الأساسية» ویعتمد على 
التسلسل المتعارف عليه فى عرض موضوعاته. وتکثر فيه الامثلة والتمارین وتتنوع 
فى تطبيقاتها. ولا يحتاج الكتاب إلى خلفية كبيرة في علم الرياضيات عدا مقرر 
أو ما يعادله على المستوى الجامعى . وقد لاحظنا أن غالبية الخلفية المطلوبة لهذا 
الکتاب فى الرياضيات سبق للطالب أن درسها فى مقرر رياضيات الصف الثالث 
الثانوی ۳ کل الدول العربية تقريبًا؛ لذا فان الکتاب یلبی حاجة الدارسین من" 
طلابنا وطالباتنا من المبتدئين فى علم الإ حصاء؛ اا وبحوث العملیات 
والریاضیات: بالاضافة إلى سد حاجة غير المختصين من الباحثين والزملاء فی 
العلوم التطبيقية الاخحری التى تعتمد على علم الا حتمالات مثل : الهندسة والادارة: 
والطب» والعلوم الم نسانیه . 

یحتوی الکتاب على تسعه فصول؛ وینقسم کل فصل إلى عدد من البنود 
الرئيسة والبنود الفرعية حسب الحاجة؛ كما هو واضح من قائمة محتویات الکتاب . 
بالاضافة إلى فهرس المصطلحات باللغة العربية واللغة الانجليزية وکشاف 
بالمصطلحات باللغة العربية واللغة الإنجليزية» وذلك بعد قائمة شاملة لجمیع 


و مشّدمة 


المراجع العربية والانجليزية التي استفدنا منها ولو بطريقة غير مباشرة فی تألیف 
الکتاب . 

استخدمنا اللغة الانجليزية فی عرض المعادلات كما آثبتنا المصطلح 
الا نجليزی مع مرادفه العربی عند ظهوره لأول مرت وقد آعدناه آحیانا لتذکیر 
القاریءء وذلك بعد عدة صفحات من ظهوره للمرة الاولی. وینحصر هدفنا فى 
ذلك فی زيادة ثروة القاریء اللغوية من الانجليزية بالمصطلحات الضرورية حتی 
ی قسا سك مر ادا قراءاته فى مراجع الکتب فی نظرية الاحتمالات 
وتطبيقاتها باللغة الا نجلیزیه . 

آخبر] نود آن نشکر كل من ساعدنا من الزملاء بالتقد أو التصحیح أو التصویب» 
كما نشکر طلبتنا الذين تساء‌لوا عن موضوع أو شککوا في صحة برهان أو لمزوا 
غبطة إلى عدم استقامة نص مما آدی إلى ظهور الکتاب بصورته الحالیة . 

اکا نمال اللہ ان تا سا علا وان ناراد فلا س تما فتاه وان 
یغفر لنا عما تجاوزنا إنه هو الغفور الرحیم وأن یجعل الله سبحانه وتعالی کتابنا 
هذا فى موازین آعمالنا الصالحة وآجر المجتهدین آمین . 


المؤلفان 


الموضوع الصفحة 
المقدمة E‏ و جاه فافعلا و عله ہی می ہو عا لاج و اد عا ع تو ل ری سر سد یچ یا رش ب لئے 
المحتويات رج هه سے جاع وك رہ چ ہیں0 ی و ع د عدج عد 3 
الس الأول الجوههوهاته. ...+ یی وم عه مس عمو سود ممع وی ١‏ 
۱ المجموعة 0ء" ۷ زا 00" و پا و وا درو وج ۱ 
۲ طرق کتابة المجموعة ود ع قا 7.0100000 د ' 
۱ طریقة الحصر وو و وا 1 و و ع یڈ وج و سے وآ 
اي ۷ طريقة الوعوظية إلي ان .ع دے سے سے سے مو ہے دزد ۲ 
۴ اجره ال یة وو جو وھ وو وع که جع وه یاه و ام وعویوبے ٣۴‏ 
٤‏ التساوی 01 توم عد به جچود چ سرک ی ہوم ھر اہ وھجمس حا وم وم O‏ 
١ ۵‏ المجموعة الخالية 6E SEERA‏ او ضر چو وم عٌوھٰ وأ سے تی و می و Ss‏ آت 
5 , المجموعة الشاملة رش ےت ماد انت 
۷ المجموعة المکملة نو و لن 8 29 یا کا Û simatic:‏ 
۸ العمليات الجبریة على المجموعات رو موی 9 ڑا وو و نے وی نے 7 
۱ الاتحاد أو الجمع . . یج ج جو نوا و کر کر و اع 1 و و روچ 
۲ التقاطم 3 24 و و 2 2 412 چا 0 ع د سح زج 13 
۲۳ عملية الطرح أو الفرق بين مجموعتین ام و وج دبع ۱8 


ار 
ف 
i‏ 


3 الحتو یات 


۱۹ خاضل الف تب الك ر تيز تافو عات ۹ه د عم سے عه مم مس ۱۵ 

نے 1 تراك ۰۰ ۷ حم میسوبب ۲۳ 
۱ المسوعة النفيية السو عة القايلة للذ م ع ع 0 ی 
5 تجزئة المجموعات 2 12 1 1 1 یپ 
٣۳‏ فصول المجموعات رص>روسوے جو 00 02 جم EE EERIE‏ 
راہ 201ص 001141 00 
الفصل الثانی: الاحتمال ا ممسمعوممہ7؟ءم نوجري وق مہم موی EF‏ 
15 ٹقذعة وو چوا و وو يع سی ب لإ جاه يج و و ع وع و صو ع مع ہپ PT‏ 
۴ بعض التعریفات الاساسية فی علم الاحتمال و حون جوم وم ۴۶ 
۴ تعریف الال . . . .. یی بپ پ ٔ۰ + +4 ۳ سسیو ۱۶ 
۰۹ اج ۲ الع ات فان لکوت دم مح ما و د م ما مه ام يعدم دم ۲٢‏ 
۲ التعریف الى للاحتمال ٦سس‏ 900 و و موس سوت نی ۱۳ 
۳ السريقه الاق لاسا 0 9 ی. ۱ 
6 ,۲ أنقلة على الاحتمالات ...ی ٤8‏ 
۵ , ۲ نظريات الاحتمال . جع سو و SRE‏ 3 4ع ۲ وء وع ءوچپچےو OT‏ 
۹ املة متتوعة على نظریات الاحتمال : acacia‏ ۷ 
۷ الاحتمال الشرطی 90 د ھی د مر ا 1 VE sese e‏ 
۷۹ کے وی اعدا اقشرطی ما عم ع ع مم سس سے ۷۷ 
۲,۷,۲ ملاحظات على الاحتمال الشرطی .... ..... ... VY...‏ 
۸ قانون الضرب فی الاحتمالات .۰.۰ . اع ل مه لطعم i‏ 
4 علاقة الاحتمال الكلى . ova‏ ها و ل لج عمی 27 
۰۱ ملاحظات على الاحتمال الكلى ا ا E‏ 
٦‏ ۲ رکه يي ہیی روز و و هى٦ىە  -‏ ۰" ۸۷ 
!۲,۱۰ ملاحظات على علاقة یز RY‏ مر زج ده نے کر سو می ی مرف E‏ 
۱ نظریات على الاحتمال الشرطی . 77ء0 E eeu‏ 


۲ء ٣‏ الحو ادث المستقلة . اح فا ا کت هچ د کی 0000000 


الحتویات 
۳ بعض نظریات الاستقلال ی 
1 سم اریت م ويح دما حر و سو ی 
وا عت لمتفیرات العشو اي 0 و و اج سی ۲ 1۱ 
۴ دالة التوزيع لمتغير عشوائی يبءةذ ےو د 01021212 سو EE‏ 
نز جس > E‏ ع ماود ای سي وہ ود ١‏ 
٣‏ المتغیر العشوائی المنفصل ودالة توزيعه وصوہوب سی عو ووه گنا 
٤‏ المتغیر العشوائى المتصل ودالة كثافة الاحتمال . IT satan‏ 
۰۵ التوزیعات المشت کڈ ہز ی 
1 ,۳ التوزیم الهامشي .................. 0 ند[ 3 ۱۶ 
بل ۴ وال لا ال الک فطل وه و وو وعم سس دص دهد مدمه ۲۹٢‏ 
۸ المتغی ات العشوائية المستقلة بب ب ....... وع منص سر ا و 
الفصل الرابع: توق ارياضي للمثيرات اما ےو ا و دوع ٢۲٢٢‏ 
١‏ التوقع الرياضي للمتغيرات العشوائية المنفصلة ع موی ۱ 3 
۲ التوقع الریاضی لدالة في المتغیر العشوائی المنفصل رس ہے ستے ۰۲۷ ۲ 
۳ خواص التوقع الریاضی للمتغیرات العشوائية المتفصلة دید ۴3۳ 
٤‏ التوقع الریاضی للمتغیرات العشوائية المتصلهة . ا و مو ۶۲ 
۵ , ۶ لتوقع الرياضي لدالة في المتغيرات العشوائية المتصلة  -‏ ۱۲۱۶ 
5 تسیاب التشان لختغیرین عشوائيين دو مج سے میم شع نو وی ۱۳۲ 
۷ خواض التغایر as OER EOE‏ ا سم 6 لا اا 
۸ تباین مجموع أو طرح متغیرین عشوائیین MET AROSE e‏ 
۹ ععامل الارتباط لمتغيرين عشوائيين لا I‏ 
1 وان سحاهل الازتباط. moo.‏ دم موعرو وو ۲۹۵ 
۷ مسا ات ات را ی ۱۳۹ 
۹ ا ساوت مہ جم عه سے وس مرو و :001890103188 دو جو ےج FIT‏ 


ی الحتویات 


الفصل الخامس : العزوم والدوال المولدة للعزوم. AEE VERS‏ 
١‏ العزوم ام الهاج 310180187191811 Û‏ ےہ و مع لق جوا تون 
۲ العلاقة بين العزوم حول الوسط الحسابی ۹ حول لصف : 
۵,۳ مقیاس الالتواء والتفرطح باستخدام العژوم . .............. 
4 الدوال المولدة للعزوم . 0 ا 
۵ , ۵ خواص الدوال المولدة للعزوم ............... 0 
1 ,۵ الداله المولدة للتراکمات ( الدالة التراکمية کا . ..... و و 
بين التراکمات و العزوم .................... 


۸ . © الداله المميزة والمنوال للمتغیرات العشوائية المنفصلة ہا ہا ا 
9 لاه الس لو لا كيال سر و عد ده وع يده 2822 و ون 


۷ العلاقة بین 


الفصل السادس: بعض التوزیعات الاحتمالية المنفصلة . . . 01 


سے 


۱ ۱ ' 
مرل دمه قش a‏ تق i i E‏ لوقك ا لد تلت E E‏ ا ا الا ثخٴ ا gE E E E‏ ااال الا لت ا لل ا للك ا dG E EG‏ ج۔ مم EERE EH HG‏ 


2 


۲ پل نوزیع دی الحدين الاحتمالي . EWS a‏ ف ا KAKE‏ يك ات ا 
سر ۳ بناء توزيع ذي الحدين ف و لئ سو و جد E O FE‏ بوذ ESE‏ 0 
۲ التوزيع التكراري لذي الحدين . . 0 1 1 1 1 ی ی 
۲,۳ ,۱ خواص توزيع ذي الحدين ....................... 
4 ,۱,۲ مطابقه توزیع ذي الحدین لمجموعة من البیانات ......... 
ا لپ الداله المو لدة للعزوم و الدالة التراکمية فی توزیم دی الحدین . 
سی الا حتمالی 7 0+0" 7 


کہ ,۰ بناء التوزیع فوق الهندسی 
٦,۴۳٣‏ خواص التوزیع فوق ب8 


RTE ود 6 ھا و وا سا تو اس و ا و و وا یا کو و‎ PE توزیع بواسون وا و اھ وھ و وا او کھت‎ ٤ 


٦٦٢٦٢‏ بناء تقریب توزيع بواسون لذي الحدين . و & اه ع ا الوك ا 


اق ق٭ ‏ تق لقث قے a E‏ عق سے MM‏ سے 7٦ EKE‏ ص 2-7 0 ص 1 ٦‏ 3-5 53 ت 


8 ادا" MEE EDED EEE EEE EE ESE‏ ما ت 0 لل ھ 


8 8 8 ىأ نے 8 لے 8 ل حا 8 8 ل 8 ل ل ل 8 ل ل 3 ل ل 8 ل ل 8 ل ق ك # ن0 8 


او ۲۲ 


TT 
TIT 
۳۳۵ 
۳۳۸ 
TT 
TES 
و‎ 
۳۶۵ 
۳۵ 
۳۹۹ 
۳۷ 
۳۷ 
يكين‎ 
۳۹۹ 
۳۷۸ 
۳۷۹ 
TAY 
۳۹ 
۳۹۵ 
۳۹۵ 
۳۹۹ 


5 ۳ 5 ۲ 
ھم 


المحتويات 55 


2۲ :ا توزيم پواسوة التگ رارق مہ مه د هدب گے 
٦٤‏ خواص توزيع بواسون یں مو بد می و مر عو ببق ع ع مد عد مع مو و و وھ سی اج 
۵ ,۱,6 مطابقه توزيع بواسون للبیانات الإحصائية وہ م 53758 
۹ ا اة راون E‏ ع کی یی مہ ی 8838 
۷ الدالة المولدة للعزوم والتراکمات لتوزيع بواسون . EY amene‏ 
تا ی امو اکوھد جج و نے میس ہبہ ere‏ ۲۹۹5 
۹ لاوا شقلاهة د : : ا ار ود وا چا ا جو وھ 9ه یی 58۹8 
ا با و الى تین اللاي + ری انه جهن ی جر ا ی CIF‏ 
٢۴‏ خواص توزیع ذي الحدين السالب . جو جر جر دی ۲۷۹ 
,ا التوزيع الهندسی ز فاع 2 4 221 لوس کے ع ہہ ء ےیہر ہے ری "۲۳۳ 
۱ فقانفت ۷ , FEE SATIS TT TT TTT TET‏ سدمرء چو TY Sow‏ 
۲ ينا غیرم الهندسی - وع دھ دعد جو یدوس ہیں EEF‏ 
٦٣٢‏ المتوسط والتباین للتوزیع الهندسی ................. ۲ 
٩,1, 4‏ الدالة المولدة للعزوم حول الصفرللتوزیع الهندسى . . دی TE‏ 
۷ التوزيع متعدد الحدود (کثیر الحدود) .................. ٦٣۳۷‏ 
زی لج يف .يمه عد و جح دی سدم : ونود ا ا وو وریہ عو و ا یی و ہے ۲٢٢‏ 
سس سی اوس کر مس مهس ود زی سس 
الفصل السابع: بعض التوزیعات الاحتمالية المتصلة . و حور وو ہی EY‏ 
۷,١‏ مقدمة OG‏ ااا ی و دج یی بو 558 
5 التوزيع المننظم (المستطيل) سس ير بن امسو ل 5ت 
۱ خواص التوزیع المنتظم .. عند معت جعي جب عع جع ہہ جو و يدمو پر سے CET‏ 
۲ التوويم الس دهد ده ده ۳+۳0+0ی>+>++88080صجہہ‌  :‏ 
۱ء ۳ء۷ خر اس التوزیع الاسي کے ہے ل ہی۔۴۰ 
وپ او اليا ها ی جو و و یع ها وغور ہی ہے 8558 
ا وان سنا وو وو وق فوع یو چرسوًکھ ان تو ب یں ER‏ 


EN دالة بیتا .... جات یی‎ E 


و اھ تھے توزيع جاما ...... ا و اضر هر 
۷,٤‏ خواص توزيع جاماأ ...................... کت 
۷,۵9٥‏ النوع الأول من توزیع بيتا ا ہی ہے ہہ ہر لے 
۷,۲٦‏ خواص الدالة بيتا من النوع الأول ۱ 0 - ,0 
۷,۷ النوع الثانى من توزيع بيتا ............ وو وا وو وی ف جا 
VELA‏ خواص الداله بيتا من النوع الثانی . کی رو و ا ا و عیب و 
۵ , ۷ التوزيع الطبيعى انی بب بت 
1 لقي 7 ش13 WS SRS EKE E Kea Rk EE Kg‏ اہ" 


1 / التوزيع الطبیعی القیاسی 5111111 
۷,۵,۳ خواص التوزيع الطبيعى ............. هچ جد 
5 , ۵, ۷ الدالة المولدة للعزوم والدالة المولدة للتراكمات فى 

التوزیع الطبیعی . شاه هاه ھا مع وق ھی هن هاه هاه وو شاه وم م و ع م مہ م مده 


۵ , ۵ ۷ |حدائیات التوزيع الطبیعی Se ê MT SOSA EOE‏ مدز 
7 المساحة تحت منحنی للتوزيع الطبيعى ص۵ 
۷,۱۷ تقريب ذي الحدين للتوزیع الطبیعی .......... 60 
۸ تقریب بواسون للتوزیع لطبیعی ۱ ۱ ۰ ل لي ,0 
٩‏ , ۵ ۷ حساب التکرارات المتوقعة AAC‏ 
۷,۰ حساب إحداثیات التوزيع الطبیعی TTT‏ و وو 2 و 
آ۷ ت TTT‏ 2 و تہ و حا سان و 4 بیج پا 
الفصل الثامن: نظرية الموثوقية . TITTY‏ 
۱ ,۸ مقدمه 2 2ک ھا او ا ہہ 2 2 2 0 ا رج وو جج ا پت 
۲ ,۸ دالة الموثوقية ودالة معدل الإخفاق . TTT TT‏ 1 بج و اتا ا 
۸۳ تطبيقات على بعقی الکو ریعات الا ختمالیه دجم رود موه 
۸٤‏ الانظمة المتو ازية والمتسلسلة . . وع عه و روہ وو وو جو زا 2 و 
0 تطبيقات على الضانه : . : و و وو جو موجہ EHMET‏ 


61 ري و sanan‏ و ع وه هاه ےھ ے و و وا ے و ےم و و و هه و هع اهالح بج ب 


الحتویات م 


الفصل التاسع: آنظمة صفوف الانتظار . waa E gE Eê Bî‏ اوعد جو عو سو REE‏ 
۹ فقذافة . مع سه سس عور ها از ضر EAR‏ ا وج سو ہو و EE‏ 
1 مکونات صف الانتظار ردب دیربب ة 
۳ عملات الو لادة والموت . HOES TTT‏ ےرم وس ۳ 
۹,5 نموذح صف انتظار بواسوني بخادم . . ......... ...۰۰۰۰.۰ 00۲ 
شيا تفه لیک 90 - چا نو م تب جع و دق اج NT‏ 
۹ نموذح صف بواسونی بخادمین EW Cees bme SEES‏ 
لي وی EKE SS‏ یچ ہمابوا سپ سی 9 ۴ 
المراجع ری جب أ او ھکید 2 انعط اعم مع دان IK NOISE‏ 

لمراجم م العربية عاق جح ا ضر سو تمدع ع جه 3 29 عو و عو پا ا 

المراجم الانجليزية EE‏ مجهي 0ه ں مس E‏ مر VI‏ 
ثبت المصطلحات . IEEE SEER‏ "57 

أولا: عربی - انجلیزی نع نوع عاو اسوی با ک2 ےی اع ا 57۳۴ 

ٹائیا: انجليزی عر مد دص چم رو بی و لج × قاع وج کا و ۱9۳ 
کشاف الموضوعات انا یه keka‏ ا دم جج رک ا یو ONT‏ 





لمن (زون 


المجموعات 


© المجموعة © طرق كتابة المجموعة 
© المجموعة الحزئية © التساوي © المجموعة 
الخالية © المجموعة الشاملة © المجموعة المكملة 
© العمليات الحبرية على المحموعات © حاصل 
الضرب الكرتيزي للمجموعات © دوال المجموعة 
© المحموعة المنتهية والمجموعة القابلة للعد 
© تحزئة المحموعات © فصول المحموعات 
© تمارين 


الحمو عات 

قبل البدء في الحديث عن الاحتمال ونظریاته سوف نتعرضص؛ ولکن بشیء من 
الایجاز» لبعض الفاهیم والتعریفات الاساسية في نظرية الجموعات (5اع:) ذات 
الصلة الوثيقة بعلم الا حتمال التي قد تساهم فی توضیح الفهوم العلمي للاحتمال» 
وتیسر فهمه وتبسط استیعابه للقارىء. 


الجموعة هی تجمّع من الاشیاء (005عز0۳) محددا تحدیدا واضحا ومعرفا 
تعریفا جیدا. 


۲ نظرية الاحتمالات و تطقاتها 


والقصود بذلك التعریف هو أن یکون ذلك التجمع من الاشیاء معروفا 
جيداء وعادة ما یحدد بقوسين» ويحتوي على کل ا خصائص المشتركة والميزة 
لعناصر ذلك التجمع. تسمی الاشیاء التي بداخل الجموعة عناصر الجموعة 
(5ا61606) ویرمز عادة للمجموعة بحر وف لاتينية كبيرة مثل ...+ ,1 A,‏ 
ولعناصر ها بحروف لاتينية صغيرة مثل ... ,> ,تا ,2 . إذا كان العنصر 2 ینتمی 
إلى المجسوعة ۸ فیشار لذلك بالرمز۸ © 2 ۰ وإذا كان العنصر لاینتمی إلى 
المجموعة فنکتب الرمز ۸‏ ۵ . یوجد الکثیر من الامثلة على الجموعات؛ 
فعلی سبیل ا ثال لا الحصرء نذکر مجموعة الاعداد الصحيحة الوجبة الاقل من 
العدد ۰7 مجموعة النتائح الممكنة عند رمى قطعة نقود معدنية مرة واحدة 
مجموعة كليات جامعة اللك سعود. مجموعة الكتب فی المكتبة ال مرکزیةء مجموعة 
الدول الإسلامية» مجموعة الدول المصدرة للبترول. 


5 طرق كتابة المحموعة 
توجد عدة طرق لوصف المجموعات نذكر منها الطريقتين التاليتين : 
٠,۲,١‏ طريقة الحصر 
فی طريقة احصر )Roster method)‏ نكتب کل عناصر المجموعة صراحة بين 
قوسين كبيرين ( ) ومن أمثلة ذلك : 
( 0ن کے ا 4123م 
( ابن » ابنة ) = 8 


( 1 , 4۳ -) 
۶ 11 و هو اب یو 1 4 0 


E={2,3,4,5 ” .: و‎ sU 2 


۲ , ۲ طريقة الوصف أو القانون 
نحدد فى طريقة الوصف أو القانون (00 ط٥1٥‏ 1016) عناصر المجموعة بصفة و حبدة 
أو بعدد من الصفات التی تحققھا عناصر هذه الجموعة. ومن الأمثلة على ذلك : 


1= )*: 7 عدد صحیح موجب آقل من‎  ( 
عدد زوجی :1 ) = ٹک‎ ×( 
00 - 4 : 12 عدد فردی اقل من‎  ( 
١ = )*: خليفة من اخلفاء الراشدین‎ × ( 
۴ = )×: ركن من آرکان الاسلام‎ × ( 
٩ = )× : مصدر من مصادر الشريعة ال سلامیه‎ × ( 
۸= )*: نقطة على خط مستقيم‎ × ( 
B={x:xe]0,1[} 
و 1 و ک ڑا :0یت(‎ 
وبصورة عامت إذا كان ینتمی إلى المجموعة ۸ عنصر ما × ویحقق مجموعه‎ 
من الصفات آواخصاتص وهو فانه مکنا کتابة الجموعة ۸ کالتالی:‎ 
ام‎ < 4۲ : ۷ € 0)«*( ( 
فمثلا إذا كانت ]1 , 0[ = (×)و فانه يمكن کتابة الجموعة ۸ بطريقة الوصف‎ 
: التالبة‎ 
ع 4:6 << («)0 5 :2 4 ع ار‎ ۱0, 1] (<2 4> <: 0> <> 1 ( 


٣۳‏ المحموعه الحزئیة 

إذا كان كل عنصر من عناصر الجموعة ۸ ينتمى إلى الجموعة 8ء فيقال إن 
المجموعة ۸ مجموعة جزئية (056ا) من انس و 8 . أو أن المجموعة 8 
تحتوى (5طذ20002) الجموعة ۸ء ويرمز لذلك بالرمزين التاليين : 

8 أو ۸ < 8 

أما إذا كانت المجموعة ۸ ليست مجموعة جزئية من المجموعة 8 » أي أن 
الجموعة 8 لاتحتوی على كل عناصر المجموعة 4 » فيستخدم لهذا التعبير الرمز 
ZB‏ لم . 


لیکن لدینا المجموعات التالية : 


9 و ا 2.425 1123ا A=‏ 


4 نظرية الاحتمالات و تطییقاتها 


ب رف وت و1 اع تا 
Ce {2,4,6}.‏ 
نلاحظ أن المجموعتين © , 8 مجموعتان جزئيتان من المجموعة ۸؛ أي أن 
۸ و ۸4ح € بينما الجموعه 0 ليست مجموعة جزئية من 8 
وکذلك 8 لیست جزئيهء من 0 آي أن 82€ و 05 
إذا كانت الجموعة ۸ مجموعة جزئية من الجموعة 8ء وکانت الجموعة 
۸ لامحتوي على کل عناصر المجموعة ۰8 فیقال إن المجموعة ۸ فى هذه 
ا خاله مجموعة جسزئبهة فعلية (proper subset)‏ أي أن : ۱ 
AZEB ; ASE‏ 
ومن ذلك يمكن القول بأن الجموعتین ©. 8 مجموعتان جزئیتان فعلیتان 
من المجموعة ۸ . 
نستخدم الرمز (2)4 للدلالة على عدد عناصر المجموعة ۸ القابلة للعد. 
نلاحظ أن المجموعةث مجموعة جزئية من نفسهاء آما إذا كانت المجموعة ۸ 
مجموعة جزئية (أو جزئية فعلية) من المجموعة ۰8 أي أن 8 ۸ فان : 
n(A) > n(B)‏ 
حيث إن الرمز (2)4 يرمز لعدد عناصر المجموعة ۰۸ و(2)8 يرمز لعدد 
عناصر المجموعة 8 . 


٤‏ ,۱ التساوي 
إذا كانت المجموعة ۸ مجموعة جزئية من ۰8 وکانت المجموعة 8 
مجموعة جزئية من ۸ فان الحموعتین 8 , ۸ مجموعتان متساویتان (۱8[8و)ء 
ویرمز لهما بالرمز ظ-۸. وبعبارة أخرى يقال إن الجموعتین8 , ۸ متساویتان إذا 
كان لهما نفس العناصر ؛ أي أن : 
A=B‏ 5 ا 8 , 8 ح م 
ادا كانت } 2 >× که [-: 2 2-4 , ( 1 ےر کو0 ۰( ع م 


فان المجموعة ؛ذات البعد الو احد ۸ مجموعة جزئية فعلية من المجموعة ذات البعد 
الواحد 8؛ أي آن 4 ولکن ۸۲ . 
واذا كانت ب( 1 > ک0 , 1 > 0 : (۲,۷) 4 < ۸۵ 
+ 1 > 222۷ > 0 : (۷ , ) 4 ع ۲۵ 
م ( (1 + 1) , (1 , 0) , (0 , 1) , (0,0) ع ( , ) : (۷, 3×) ) ع 0 
من اللاحظ أن عناصر الجموعة 8 تمثل نقاطا تقع على أحد قطري المربع» وعکننا 
القول أن 8 هی مجموعءة جزئية فعلية من ۸ أي أن 2۸ 8 , ۸۶5 بينما 
المجموعتان 860 مجموعتان غير متساویتین؛ أي آن : 
26 8 4 8ج ,0ات 8 
وهما يمثلان القطر الواصل بين الرأسين (0,0) و (1,1) وإحداثيات الرؤوس في 
الربع على الترتيب. كما نرمز بالطرح ۸-8 لمجموعة تحتوي على عناصر 


موجودة فى ۸ وعیر موجودة في . 


تسمی المجموعة التی لایو جد فيها عناصر مطلقا بالمجموعة الخالية 6(0۱00۷) 
(ا٥٭‏ أو الجموعة الفارغة (1560اناه) ونرمز لها بالرمز ‏ وینطق «فاي». أو ۳( )* 
وأحيانا يرمز لها بالرمز ”0“. يجب ملاحظة أن الرمز ( 0) لايعني مجموعة خالية؛ 
المجموعة الخالية ما پلی : 
A‏ ) 
ومن أمثلة الجموعات الخالية: مجموعة الطلبة فى الرحلة الثانوية الذي تقا 


أعمارهم عن ست سئوات» ومجموعة الدول العربية فى الامم المتحدة اليتتَخح 
علکون حق النقض» ومجمو عه الطلاب فی کلیات الات ><> وهكذا: 


اله 


HES) 
RS ERLE او‎ i 1 0 ۱ 

۱ وڈ 
۱ ی 0 


ا ا دورو رویز 


یا لايك با ۳ 


E 3‏ لے 


کے و کے 
0 ف 


2 
. 


0 
1 و 
کر وب 
0 
وك ای 
لا 
و ا 
لا لا 
فو 
فيا 


3 


ڈوک 
کڈ 


ظ ا ا 9 تن 


2 او شی اک می قيس رط ٣ج‏ 1 ا شی ی مر سر یا 


E‏ : سر 


کت ین E‏ 


ده لو ی 





ا 
کت 


5 تاب‎ , OS )۱(( 


— 


A= A" - ۷ : ۲ ژ ۸ ۶ ۲ : کے‎ 


¿ التعبیر عنها ریاصیا كما یلی : 


وک 


مس[ 


العناصرالوجودة في 5 ولاتنتمي إلى الجموعة ھ ویرمز لھا بالرمزھ أو ۶ھ . 


E 


ادا کانت 5 


ا 
جی 


نت ۸ھ 
٩۸‏ تسمی بمكملة (0۳00160060ع) الجموعة ۰۸ وهی الجموعة التی 


من 5 ۰ فان الحمو 
ی 


مجموعه جزئیه 


و 


عه 


۷ الم 


¥ 


عةا 


بدا 


5-5 . OCS 


من 5 . يمكن ملاحظة أن المجموعتين © , 5 مجموعتان جرا 


في 


کټ 


شاملة 5 متو ی 


على « من العناصر فانه عکن 


ف *2 
تا 


ل من 


ن 5؛ أن آن: 


ےه 


الممكنة . 


ویرمز لها بالرمز 5 أو بعبارة 


خرى هی 


مجموعه جزئبه 


من نفسها. ادا کان 


لدينا 


سے 


هو 


أ 


الجموعة التي تحتوي على كل العناصر 


575 


نحتو 


ي على كل العناصر مجموعة شاملة (universal set)‏ 


1 1 5 


حموعة الك 


ملة 


نظرية الاحتمالاات وتطبيقاتها 


المجمو عات ۷ 


كاله ١‏ , ۷ | 
رمی حجرنرد وکانت الجموعة الکونة من کل النتائح المکنة هى 5 حيث إن 
زر 466 1,7,38 ت8 
وکانت ۸,8 مجموعتین جزئیتین معرفتین على 5 كما یلی : 
( 2,4,6 = ( مجموعة الاعداد الزوجية 4 = ۸ 
( 1,3,5 د( مجموعة الاعداد الفردية ) = 8 
من الملاحظ أن : 


| 


= 
A={x:ixeS:x€é A}=-B‏ 
٩: ۶ ۱-۸‏ :۷ - 8 
عکن التعبیر عن ذلك ببعض العلاقات كما یلی : 
حدق - ۲ ۸ذر , 5 ۲8 , ۸ ۷ 
کے 8 , 8ع م 
رق ے ق نراق , AUA=S‏ 
© ے ۸5 , ۸- ۸ 
۸ العملیات الحبرية على المحموعات 
(A, BCS)S‏ فإن من السهل وصح هده الجمو عات فى صور مختلفة للحصول 


من العملبات (06581005) ار ية الأساسية على الجموعات التی سوف 
نتعرض لها فى دراسة الاحتمال : الاحاد (2108نا)ء والتقاطع «(intersection)‏ 


۸ نظریه الا حتمالات وتطبیقاتها 


والاختلاف أو الفرق (011676066) . 


۱ الاتحاد أو الجمع 
احاد مجموعتين ,۸ معرفتين على ٩‏ هو مجموعة ثالثة يرمز لها 

بالرمز8 د ۸ أو (8 + ۸) وتحتوي كل عناصر المجموعة ۸ وكل عناصر المجموعة 
8 وتسمى المجموعة8 ںا ۸ أو (8 + 4) أحيانا بجمع المجموعتين ۸,8 أو اتحادهما . 
أو بعبارة رياضية : 

 (‏ ع ‏ ۷ ۸۵۸ ع عر : 4 - ]+ ۸ < 3[ دا خر 
حيث الرمز ۷ يقراً « أو » ؛ فمثلا اذا کان لدینا 

و ڈجڑرے لاہ گر دا . ۲ زج و ةن خ ۸4 عد ۳ 
فانه من اللاحظ أن : 


2-8 >2 > 1- : ز 4 -( 8 ع ‏ أو A‏ ع ع : ع 4 < ۳ دا ثم 





من تعریف الاحاد لجموعتین عکننا اعطاء التعمیم التالی : 
احاد عدد من المجموعات (لانهائى) 99 م4 مہ A‏ هو مجمو عه حتوی کل 
العناصر ال متس - قلي الأقل 3 الس مجموعة من الجموعات 


المجموعات ۹ 


سے BA‏ پا ؟ أي آن : 


دز نا ارات ...لا هلار ۸ لار۸ 


| | 
واذا كان عدد الجموعات نهائيا فان احادها هو : 


۸ UU AN بر نا سے کے‎ Le 


| = 1 
مثال ۱ ,۱,۸ 
إذا كان لدينا عدد لانهائى من المجموعات معرف كما يلى : 


1 
ےج6 k=‏ 7 >< > لل :يي = A‏ 
ہے كذ بر 1 ۱۳ , 1 > # E‏ ۹ 1 





فإن (1 >< >0 :2 ] - به [)- ...ن بذ نا وذ نا رذ 
k = |‏ 


يمكن ملاحظة أن العدد 0 لاینتمی إلى هذه المجموعة لأنه ليس عنصرا في 





الشكل رقم (۳, ١‏ ). اتحاد ثلاث محموعات 


۱۰ نظرية الاحتمالات وتطبیقاتها 


خواص عملية الاحاد أو الجمع 
را ) ا خاصیة الإبدالية (12]006نادرده): لای مجموعتين ۸,8 معرفتین 
علی 8 فان 
شرا 8 ع 8 رالل . 
(ب) الخاصية التجميعية (35500810076): لأي ثلاث مجموعات © , ۸,8 
معرفة على 5 فإن 


86 ناه ع (© ن 8) رام - © ن (8 ان (A‏ 


AU(BUC)=(A ب (8ت‎ (AUC) 


(ح) ای مجموعة ۸ معرفة على الجموعة 5 فان : 
فد ل انلثم , 8ح كرام ت, AUA=A‏ 


( د) حخحاصه آل لتكميل (complementation)‏ : لأي مجموعة ۸ معرفة على 
8 فانه يوجد مكملة كك بحت ان 5= ۸ ں ۸. 


۲ التقاطع 

إذا كانت ۸,8 مجموعتين جزئيتين معرفتین على المجموعة ۹ء فإنه توجد 
مجموعة ثالثة يرمز لها بالرمز 8 ۰۸ وهي المجموعةالتى تحتوي على كل 
العناصر المشتركة بين المجموعتين ۸,8 . ولانحتوى على أي عناصر أخرى. 
وتسمی هذه الجموعة بتقاطم )intersection(‏ وهو الاصطلاح الشائم » آو كيان 


تسمی بضرب الجموعتین ۸,8 وبعبارة آخری يمكن كتابة8 ۸ كما یلی : 


توس ات ۱۱ 





الشکل رقم ٤(‏ ,۱). تقاطع مجموعتین 


۸ ۲۱1۶ ع 7 م 2۸ : ) ع‎ 2١ 
و». يستخدم أحيانا الرمز ۸8 للدلالة على 8 0 ۸ وقد يشار إلى‎ ۷ AF تق الرمز‎ 
فى هذه اخالة آحیانا بضرب الجموعتین 8 ,۸ . فمثلا إذا كان لدینا‎ 8 
حم‎ {(,Y):(x,y)=(0,0,(0,D,(1,1)} 
(ل , )4 عدم‎ : 06, (  )1 , 1( , )1 , 2( , )2 , 1( ( 
: فان‎ 
۸ 6۱ 2 ٩: سر 8 ع ,۵ ع ور‎ 4 ) ,۷( : ) ,۷( < )1 ,1( ( 
: واذا کانت 8 , ۸ معرفتین كما یلی‎ 
حم‎ ) 0, ( : 0 > + > 1 ( 
ع آ‎ ) )۶ ,:۱۷( : 1 > x+y ( 
فان من اللاحظ أن الجموعتین 8 ,۸ لاتحتویان على عناصر مشتركة فیما بینهما؛‎ 
أى أن © = 13 ۸ . وإذا تحقق ذلك الشرط تسمی الجموعتان ,۸ مجموعتین‎ 
. منفصلتن (5اء5 اطذهزون0)‎ 


11 نظرية الاحتمالات و تطبیقاتها 


يمكن تعمیم تعریف تقاطع مجموعتین إلى تقاطع عدد نهائی أو لانهائی من الجموعات . 
تنتمی إلى کل مجموعة من الجموعات ... , وھ , ,۸ ويرمز لها بالرمز 


۸, ^A) ^A; ... )ع‎ [4 


| ع[ 


أما إذا كان التقاطع لعدد نهائى من المجموعات فنكتب : 


11 
KB BA» ^A, =( 14, 


حيث 0 عدد نھائی من الحمو عات . ولتوضیح التعميم السابق نورد المثال التالی : 
اقا كانت سس قا 1,2( > >0:) ہے 


k= | 


هي مجموعة لاتحتوي على أي من العناصر؛ أي مجموعة فارغة» حيث إنه لا 
توجد نقاط تنتمى إلى كل مجموعة من المجموعات ... و ہف و ب 





خواص عملية التقاطع 
(1) اخاصية الابدالية : لأي مجموعتین ۸,8 معرفتین على 5 فإن 
۸ 8 < 8 م ۸ 
(ب) الخاصية التجميعية : لأى ثلاث مجموعات 0 , 8 ,۸ معرفة على 5 
فان : 


2۸6 (۸8) - 60 ۸8 
(ج) لأى مجموعة ۸ معرفة على الجموعة 5 فان : 
لق - © ممم . 3 ذم م , فم ع 6۸۵ ۸ 
( د ) خاصية التكميل: لأي مجموعة ۸ معرفة على 5 فإنه يوجد لها 
مكملة لم حيث إن © = ۸ ۸ . 
يمكن ملاحظة أن كلا من عملیتی الاتحاد والتقاطع تحققان خاصية مهمة تسمی 
يخاصية التوزيع )distributive 18۷۷٥(‏ ونقصد بها خاصية توزيع الاحاد على التقاطع 
وتوزيع التقاطع على الانحاد وتكتب على التوالی كما يلي : 
AU(BANC)=(AUB)n(AuUC), 7 A,B,CcS‏ 


An(BuC)=(ANBJu(ANC), ۷ ۸۱8 , 6 وح‎ 


قانونا دي مورجان 
هناك علاقة رابطة بين عملیات الاتحاد والتقاطع والجموعة الکملت وتسمی بقانون 
دي مورجان (20ع:16110) وتتضح هذه العلاقة من القانونين التالیین: 

لأي مجموعتین 8 , ۸ جزئیتین من 5 نجد أن : 


8 م ۸ سے (AUB)‏ : 8 ں ۸ = (طہ۸) 


گرم تعميم قانونى دی مورجان السابقين إلى 0 من الجموعات ؛ فاذا كان لدينا عدد 
8 من الجموعات... , وھ , ,۸۵ فانه کن صياغة قانونی دي مورجان كما یلی : 


۱ نظریه الا حتمالات وتطبیقاتها 





n 





11 


n 75 1‏ 
بة ۱- ,۲۱۸ : بها )- بول 
1>( =] =| 1۳ 


٣‏ عملية الطرح أو الفرق بین مجموعتین 
لآي مجموعتین ۸,8 جزئیتین من 5 توجد الجموعة ۸-8 التی تحتوي 


على كل عناصر الجموعة ۸ التی لاتنتمی إلى الجموعة 8 ؛ أي أن 
+( 2 ني ار A-B={x:xeA‏ 

يجب ملاحظة أن عملية الطرح (آو الفرق) بین مجموعتین ليست إبدالية؛ أي أن 

4-8 -| ع رممء :ع‎ B|#B-A={x:xeB ۸ xeAİ 


وكذلك يجب ملاحظة أن ۸-8 والمجموعة 8 مجموعتان منفصلتان؛ أي أن : 
© ع ط ^ رظ - ۸) 





الشكل رقم ( ۲ ,۱). الفرق بين مجموعتين 


خواص عملية الطرح لمجموعتين : 
C3‏ لای مجموعتين 8ء جزئیتین من 5 فان 
AB AB‏ ۸-۲-۸ 


(A-B)UBZ#ZA 


(ب) لأى ثلاث مجموعات © , ۸,8 جزئية من 5 فان : 
A-BC=(A-B)+ )۸ ۰ 0(‏ 
A- )8 +C) = (A- B)(A -C)‏ 
(ج) لأى مجموعة ۸ فان : 
© - ۸ - رذ +دذ) : A+(A-A)=A‏ 


۹ حاصل الضرب الكارتيزي للمحموعات 

إذا كانت ۸,8 مجموعتین ماء فان حاصل الضرب الکارتيزی (۵7165120)) 
لهاتین الجموعتین 4*8 هو الجموعة التى تشتمل على عناصر في الصورة 
الثنائية (, *) بحیث إن × عنصر فى ۸ ۰ ۷ عنصر في 8ء وتکتب : 

رصطے ۵,۱ :۸-06 

وبصورة عام إذا كانت پ۸ , ... , وھ , 4 تمثل ۷ من الجموعات» فان حاصل 
الضرب الکارتیزی لهذه الجموعات هو ۸ × ... »× ر4 »× ,4 مجموعة محتوي 
جميع الأعضاء التی على الصورة( »× , ... , 2 , ,۲) بحيث إن × عنصر من 
عناصررثش ۰ وو عنصر من عناصر م۸۵ ...۰ و۲ عنصر من عناصر .۸ 
وتکتب : 


۴ 
اسان ,4 € داد .یج [= XA;‏ 


=| 


k 
XA Ax A x. A 


1= | 


k 


فإذا كانت ۸ ترمز لمجموعة جميع الاعداد الحقيقية (الخط المستقيم) فان : 


9 1 - 40,۱۱5 ۱/۱ 


۱۹ نظرية الاحتمالات وتطبيقاتها 


تمثل مجموعة جمیع النقط (,) الوجودة فی الستوی» وكذلك فان : 





۳ د گا ع ... گا‎ (x ل وع‎ x. ہیں 1-21 ع خا ع‎ ١ 





تمثل مجموعة جميع النقط(م: , ... , ,×) الوجودة فى فراغ إقليدس ذي 
الک ا 


مثال ۹,۱ 


سواء صورة (13) او كثابة (1) فان ( 71 ) <۸ . واذا کانت (1,2,3) < 8 
فان الضرب الکارتیزی لای مجموعتین ۸ 8 هو 
AxB= | (x,y)lxe A,yeB|‏ 


ÃAxA = 48.1 }x{H,T} = ))1,(,)11,1(,)5:,11(,)1,1(2( 

AxB = {H,I jx{1,2,3} = {(H.1){H,2)(H,3),(T,1),(T,2),(T,3)} 

BxA = {1,2,3}x{H,T} = ))1,3(,)1,1(,)2,11(,)2,1(,)3,11(,)3,1(( 

BxB = {1,2,3 xX{(1,2,3} = ) )1,1(,)1:2(,)1,3(,)2,1 (,)2,2(,)2,3(,)3,1(,)2,2(,)2,3(( 


اظ را 


ادا كانت 11 و ».۰ و 1 و 11 عثل عدد عناصر الجموعات القابلة 
آل ك , ی۸ , ,۸ علی التوالی» فان عدد عناصر الجموعة الناجة من حاصل 


۴ 
الضرب الكارتيزي م × هو !1غ ... X‏ 11 × تا 


mM 
حح‎ 
© 


ملاحظة ۱ ٩,‏ ,۱ فى المثال السابق ۱ ,4 ,۱ كان عدد عناصر الجموعة ۸ هو2 = 1 
وعدد عاضر الجموعة 8 رة“ لى ذلك فلز عبد ضایر انرب 
الكارتيزي هو : 

Nn, <1, =4 هو‎ ۸ 

۷ھ هو 6- xn‏ رت 

1 xn, =6 هو‎ ۸ 

3 ظ] هو 9 < و × ہتا 
وبصورة عامة کن ملاحظة أن 

شع 8 عد 8 ع خر 


٦‏ دوال المجموعة 
فى حساب التفاضل والتکامل |ذا كان لدینا الدوال التالية : 


0 > > صه- . )2 سے f(x)‏ 
(x, +x)‏ 
ه > > 0 , <o‏ ب« >0 , : ۴ f(x , x»)‏ 
خلاف ذلك ۱ 0 
لاج دج هع 1ع ع 221 را ےے رین پ45 
MX) =‏ ... , 12 , :.٭×)] 


خلاف ذلك ۱ 0 


فان من الملاحظ أن الدالة )1 تأخذ القيمة 2 -(1)1 عند النقطة 1=× والدالة( و , ,)6 
تأخذ القيمة 0-[3, 81 عند الشقطة (3 , 1ء) وار ,)۰ وكذلك 
الذالة[ م5 , ہی 52 , ,1)5 قیمتها ۳*3( , سو 52 , راا عند السقطة 
(1 , موه )= و مع 5۱). تسمی هذه الدوال العرفة على نقاط بدوال 


۱/۸ نظرية الا حتمالات وتطبيقاتها 


النقاط (دصەناءصدة اجنمج) . قد يعترضنا آحیانا أن الدالة ليست معرفة على نقطة 
و احدة فققط كما هو الحال في الدوال السابقة ‏ واغا معر فه على مجموعه من النقاط 
(001015 ]0 501) عندها تسمی الدالة بدالة المجموعة أو دالة على الجموعة (2مناءمدة (set‏ 
وعکننا اعطاء التعریف التالی . 


التعریف ۱ , ۱۰ ,۱ الدالة العرفة على مجموعة نقاط تسمی بدالة الجموعة؛ 
فمثلا إذا كانت ۸ مجموعة في فراغ ذي بعد واحد. وترمز لمجموعة التقاط التي 
تمثل الاعداد الصحيحة الموجبة ۰2 وکانت (0)۸ عدد النقاط أو العناصر فى 
المجموعة ۸ فان (0)۸ تسمی دالة على المجموعة ۸ ؛ أى : ۱ 


ادا كانت ( 8> ×>۴:0۵×)عرز فان» 7= (0)8 ۰ وادا كانت (2-, 1-) A=‏ > 
فان 0 -(0)8 وإذا كانت ( 6 > ×> ہہ ) ع لم حث × عدد صحیح موجب » 
فان 5 = (2)۵) . 


٠١ , ١ مثال‎ 

إذا كانت ۸ مجموعة معرفة فی فراغ ذي بعدين» وكانت (0)8 تمثل مساحة 
۸ إذا كانت نهائية وفيما عدا ذلك فان (0)۸) غير معرفة؛ أى : 
إذا كانت 

00۸-7 فان‎ «+ AK. ESI 


واذا كانت 
۶( , 1) , (1 , 0) , (0 , 0) > (۱۷, ) : (۰,۱۷) ) < ۸ فان سم زاین 
واذا کانت 


(A) => ء. فان‎ A={(XK,Y:Xx20,y20, x+y > 1 ( 


المجموعات 4 ۱ 


مثال ” , ١١٠١‏ 
وكانت ()1 ر2 = (4)© ۰ وكانت (0 معرفة كما يلى : 
۸۵ 


f(x) 
0 حلاف ذلك‎ 
فانه ادا كانت‎ 
ےہ‎ KE JIY ا‎ ۱ 3 ۱ 
QA) = )7 | و 2 ۸ 12 :4 سد فان سیت 10 50 وی‎ 


وإذا كانت 0,1=× , ٭'(م-1) "م = (حال فان = (0)۸ 
واذا كانت ۰20 :4 = ۰۸ فان 0 - 1-(0)۸۵) 


مثال ۱۰,۳ ,۱ 
إذا كانت ۸ تمثل مجموعه النقاط الداخلية الو اقعة على حدود مربع » وحانت ۸ 


QA) = || dy dx 
کر‎ 
دك ع فان‎  ),۱۷(: 02×2 >1 7 فاذا كانت‎ 


۱ المحموعة المنتهية والمحموعة القابلة للعد 

نقصد بقولنا مجموعة منتهية (130116560) الجموعة التی حتوي على عدد 
محدد ومنته من العناصر . فعلیه تکون الجموعة الخالية © مجموعة منتهية 
و کذلك الجموعة الکونة من ١‏ عنصرا مجموعه منتهية . هناك أمثلة عديلة 


)0)۸( = 


نے | رم 


11 نظرية الاحتمالات وتطبيقاتها 


للمجموعات النتهية نذكر منها على سبیل الثال : 


991۳ء ہے ISI‏ 
( × شهر فى السنه :) 
( × خطأ مطبعی ف فين کناب فقرو ۲۶٩‏ ھی 
ک0 آر کان الا سلام 1 
E (‏ یں آرکان الاعان : *) 
تسمى المجموعة لانهائية (]56 1101]6ه1) إذا كانت مجموعة غير منتهية» ومن الأمثلة 
على المجموعة غير المنتهية : 
( ۲ عدد صحيح :× ) 
 (‏ لد حقیقی بحیت 1 ۶ ۶ ۶ 0 ٩:‏ 
وڈ نقطة علی اط الستقیم لا < ۲ : ) 
يقال إن المحجموعة قابله لل مد )countable or denumerable)‏ إذا كانت 
منتهية أو غير منتهية. وعکن وضع عناصرها على صورة متتابعف 
أي في صورة تناظر احادی (one-to-one correspondence)‏ مع متتابعة من الأعداد 
الصحيحة الموجبة. ومن أمثلة ذلك مجموعات الأعداد الفردية الموجية ومجموعات 
الأعداد الطبيعية. المجموعة غير القابلة للعد (ع51012181ع200-0) هی مجموعة 
لانهائية لكان رض قضرد في ودار اداي بج ر الأعداد الصححة 
الوجبة. ومن آمثلتهامحموعة ة الاعداد الحقيقية فى الفنترة (1 ,0) آی آن 
+ 1+>*ة>0 :4# 
بع نعمة من نعم الله تعالى :×) 
x }‏ جملة من جمل اللغة العربية : ×) 


تجزئة (كہناناعەم) الجموعة 5 هوتقسيم المجموعة 5 إلى مجموعات جزئية 
ف راف من ۱ | على آنها مجموعات جزئية منفصلة اتحادھا هو المجموعة 


المجمو عات ۳۱ 


۹ آی 5 إذا کان لدينا ۱ عة 5 وقسمت (لی مجموعات جزتيه سير 
الک و یو دوب ی بحیث یکون ۱ 


۰ 
5 ع ہ ىاع ی لین با ایا 5 
| = 1 
1 : 2,...,8,ا1ےز ز : 6 ۹ ٩‏ 
فان الجموعات,٩‏ , ... , و8 , ٩,‏ تسمی فی هذه الالة مجزئة الجموعة 5. 
وتسمی الجموعات ا حزئیة فى تجرئة نی نیا 5 خلایا (06115)؛ فمثلا إذا كانت 
الجموعه 5 معرفة كما يلى ۱ 
١‏ :6ب چ کک 8 
فأى من الجموعات ا تالیة یعتبر تجزیٹا للمجموعة 5 ؟ 
ب[ (6,۶,) ,(0) ,(۵) ] = 8 
( ابرم 6و4 a‏ اعد ی8 


sS. =a, BF. EF Oe ۱ 


من تعريف تجزیء المجموعة 5 نلاحظ أن المجموعة 5 ليست جزینا 
للمجموعة 5؛ لان 5 ع 0 . ولکن » لا تنتمی إلى أي خلية فى , 5 4 و کد لگ 3 
لاتکون تجزيئا للمجموعء 5 لان 5 ء »© وموجود فى خلیتین من خلایا ر5. 
نلاحظ آیضا آنو5 تسمی تجزيئا للمجموعة 5؛ لان کل عنصر في5 ينتمي إلى 
خلية واحدة فقط با لا ضافة إلى کونها مجموعات نت ھی ۳ س 7۱ 7۳ 
هو الجموعة 8 ذاتها. 


۱۳ ,۱ فصول المحموعات 
التعریف :١, ١١,١‏ فصل الجموعات الحزئية للمجموعة 5 3 ویرمز له بالر مز 


۲٦‏ نظرية الاحتمالات و تطبیقاتها 


(0)5© ۰ هو الجموعة التي تکون عناصرها مجموعات جزئية من الجموعة 8 ؛ 
فمثلا في المجموعة من اخطوط يمثل كل خط مجموعة من النقاط . 


التعریف ۱۳,۲ ,۱: إذا احتوی قصل الجموعات الحزئية للمجموعة 5 ۰ (8)© 
علی جمیع الجموعات اطزئية من 5 فانه یسمی مجموعه القوی (560 ۵۷6۲) 
للمضموعة 8 وتر لها بال خر رک۴ على سبيل القالن» إتا کانت (11,۲) 9 
فان : 
۶ اہ P(S) = Power set of S = 9 481١.41١.‏ 
پیر ملاحظة أن عدد عناصر الجموعةء 5 هو 46(=2 ۰ وأن عدد عناصر 
مجموعة القوی (۳)5 هو 4 - ((2)0)5 ؛ أي يساوي "2 فعلیه يمكن أن تستنتح أن : 
n(P(S)) = 2"8)‏ 


التعريف ۳, ۱۳ ,۱: (جبر على المجموعة 5) تسمی عائلة الجموعات 3 العرفة 
على المجموعة 5 «جبر على المجموعة 5 » إذا كانت محتوی على 5 ومغلفه 
قیت ملس الک واا غاد 
بعبارة ار تسمی عائلة الجموعات 5 العرفة على 5 «جبر على المجموعة ٥۹‏ 
إذا تحققت القروط التالية : 

( أ ) عائلة المجموعات 5 تحتوى على المجموعتين 8,4 أي 5 > 5 , © . 

(ب) المجموعة المكملة لأي مجموعة فی 5 تنتمی إلى 5 : لكل > ۸ 
فإن5 e‏ كر 

(ح) احاد أي عدد غير منته وقابل للعد من مجموعات 5 تنتمى 


إلى 5 أى |ذا كان5 > , ... , وھ , ,۸ فان 5 6 ۸ لا . 


[ د ] 


کن ملاحظة أنه من قانونی دی مو رجان؛ وادا كانت عائلة المجموعات 3 


المعرفة على المجموعة 5 مغلقة نحت الحموعات العملة فان عائلة الجموعات 3 
أيضا فق شروط الانغللاق رق الاتحاد ومغلقة حت مجموعة التقاطع . 


اق یف ٤‏ , ۱۳ ,۱: (جبر وريا (Borel algebra)‏ أو حقل سيجما field)‏ - 5)) : 
ابر 5 العرف على المجموعة 8 یسمی «جبر بوریل» أو حقل سیجما (11610 - 0) 
إذا كان لکل متتابعة من عناصر 5 فانه ينتمي إلى 5 الجموعة الکونه من حاصل 
ضرب (تقاطع) عناصر هذه التابعة؛ أي أنه إذا كان لدينا : 


Ss; 9‏ يخ 


۲ ۱ ۸ -[[ ۸ eS فان‎ 
n > 1 n = [ 


۲ ۱۲ ۲ب‎ I 
: » 5 أى من العائلات التالية تسمی «جبرا على الجموعة‎ 
دجوف‎ 8 . Oa. را‎ 8 
من الملاحظ أن العائلة ,3 العرفة على 5 هی «جبر على الجموعة 5 » لانها محقق‎ 
۱ : شروط ابر الثلاثة‎ 
SES CT) 
(ب) لكل مجموعة فى العائلة ,3 نجد لها مكملة تنتمي أيضا إلى 3 فمثلا:‎ 


۷ Se S$, - 8 - 4 ع‎ 37 


ES,‏ 8 - 2 جح رذع قي ؟ 
(ج) لای مجموعتين فى 5 فان احادهما ينتمى آیضا إلى 5 ؛ آی آن : 
رکاج 5 ع ول جه ١لا‏ ع 5 , 0 
وبالثل فان العائلة52 العرفة على 8 هی آیضا جبر على الجموعة 5 لتحقق 
الشروط الثلاثة السابقة . 


۲ نظرية الا حتمالات وتطبيقاتها 


فال 2 ۱۳ ۱ 
عائله کل | لحموعات الحزئية لی مجموعة غير خالیه 5 تکون جبر بوریل . 


مثال ۵ , ۱۳ , ۱ 
ادا كانت ( 4 , 2,3 , 1 4 > 5 فان العائلات التالية من الجموعات العرفة 


۱ ,وا ,۹ 
| (۵۱4 تی تا رظ گا - و5 


| 4 8۔0 ر 9 أع و5 


۱,۱۳, ٩ مثال‎ 


إا اق ہے عسابية هة مرح ال مات اة جلى ما 
حر قات ا" 


LIES (۱) 
i= 1 

5 ع‎ 3 (۲( 
۲٦۸ eS 00 


۲۱ = | 


کاٹ ار۱) 


شال 


1= 1 


شع سے لا سے نے لاخ و 
إذن 3 مس لیے شر یقن رق با 
من تعريف الحبر ( الشرط (۳) ) ند أن : 
8 قلا 
| - ا 





Ct 11 n 4‏ 
۸ ۵-0 بدهلا :ابه ل ل 
| > | [ ح | |1 [+۲ < 1 
o0 1‏ 
اي ان A.‏ = ,۸ لا 
| سے ] [ = ۱ 
وحیث إل: و ع ملا 
1 
11 
فإن 5 ع به لا 
[ > | 


بالنسبة للفقرة (۲) حيث إن5 > 4 فإن من تعريف سیجما جبر على المجموعة 
8 خل ان 


DD ع‎ 5 


1 نظرية الاحتمالات و تطبیقاتها 


۳ 5 - ۵ 
إذن 35 ع 5 
بالنسبة للفقرة (۳) : نفرض أن ع ,۸ , ... , ,4 فعليه نجد من تعریف سیجما 
سر علی الجموعة آن 4 ٩‏ الل رس 3 


اذن نجد ٩‏ ع ۸ لا 





إذن 9 > | A,‏ 5 
n [‏ 
أي أن 5ك ع ۸۰ ) 
> 11 
شال ۹۴ 5۹۹۳ 


إذا كانت[ , پ8) ل) ۸ وکانٹ[رت , ,ه) فقرات منفصلة »محتواة فى 


1 


[0,1) فان الفصل المكون من جميع الفترات العرفة فی ۸ هو جبر على المجموعة 


- یوضح ا لجدول كني يعض او جو کی و دی اسف ی اف 





الور ع Al 2 A3 A4‏ العمر ی 

5 < 31-5 25-0 25 > 1.3 لو 
105 75 25 5 0 طبیب عام BI:‏ 
20 35 35 30 20 خدمات التغذية :82 
25 10 6 6 3 خدمات معامل :83 
42 12 8 15 7 السجلات الطبية :84 
1,0 203 442 5 200 ال یقن :95 
24 3 8 2 ۱ الدلة B6:‏ 
45 12 19 10 4 تکنولو جیا القلب :87 
55 10 15 25 5 العلاج الطبيعى :88 
100 25 20 35 20 خدمات آخری :89 


1,736 385 578 3 260 الجموع 


آوجد كلا مما یاتی 


(ب) یهت و8 , یهن رظاف 


جا يلك , ( يذ )2 . 
۲- صندوق به ۱۲ تذكرة مرقمة من ۱ إلى ۰۱۲ سحبت تذكرة من الصندوق 
وکانت 4 تمثل مجموعه یقبل الرقم على التذكرة السحوبه القسمة على ۲ و B‏ 
قثل مجموعة یقبل الرقم على التذكرة السحوبة القسمة على ۰۳ آوجد اتحاد 
الہ لجموعتين 8 ,۸۵ وتما 3 طعهما . 


TA‏ نظرية الاحتمالات وتطبیقاتها 


۳- عند ملاحظة التکرارات للون العین فی مجموعة من الاباء والابناء حصلنا 
على النتيجة التالية : 





اذا كانت ۸ تمتل عين الاب ذات اللون الأشهل.» وكانت 8 قٹل عیون الآبن ذات 
اللون الأشهل؛ فأوجد 8 ں ۸ وكذلك 8 6ه . 

5- إذا حفر ثقب فى لوح معدنی» وقيس قطره وكانت 8 ثل «أن قطر الثقب 
على الاقل 2.3 بوصة وعلى الأغلب 2.4 بوصة » فاوجد مكملة المجموعة ظ. 

- بطارية راديو جافة مصنعة من قبل شركة ما أخضعت للفحص فسجلت مدة 
صلاحيتها بالساعات . إذا كانت المجموعة الشاملة 5 معرفة كالتالى ( 0 < ٢‏ :]) >5 
وكانت ۸ تمثل مجموعة «آن البطارية ستدوم آکثر من 50 ساعة» وكانت 8 تمثل 
مجموعة «أن البطارية تنتهى صلاحيتها فى 150 ساعة أو أقل» وكانت © هى 
الجموعة : فآق الدة مت اکس الا ق فی الاقل 25 ساعت وق تاس 
الوقت آقل من 200 ساعةا» فأوجد الجموعات التالية : 





AFL ےے‎ BOC , BOL 


ہے ادا کات ای خخ () : ۲ 4 - تا 
7 یو ل وسيم 
2 
3 1 ۱ 
بت > > سس B=‏ 
11 کک کے {x‏ 


المجموعات ۲۹ 


فاکتب الجموعات 
(1) ۴گ( ی ه) 
(ب) (ANB)‏ 
a)‏ 8 ے A“‏ 
۷- آثبت أنه اذا كان8 ح ۸ فان : 
(Î)‏ ۸( م ۸ 
(ب) ا - تا نا ۸ 
۸- إذا اشتملت ۸ على ١‏ من العناصر؛ فکم عدد عناصر الجموعات التالية : 
(Î)‏ ۸۸ 
(ب) | در زر دوریم | 
z=)‏ ۸۸۲۸ 


0,۱۱1 6۸, ۸۱2 ۸ ۱ X#y,X#2, YJ 00ھ 2 عد‎ 


(f)‏ وم عدب گ(وںنںھ) 
(o)‏ ون (ANB) =A°‏ 


7 


| = 1 


1 6 
(ج) كم ۱ 


1= [ 





3 
۲۱۸ 


1 < 1 


ےھ © 
(2 ۲ کم لا - 


i= 1 





۶ ایا ها ھا : 


( أ ) اذا كانت ے۸ فان = ۸ . 


۷ ۳ نظرية الا حتمالات و تطسقاتها 


(ب) لكل فصل|1 > ۸,,1] یکون :۸ ۲۱ - ۸ لا 


(ج) يكن کتابة عملية الفرق بين مجموعتين بدلالة التقاطع وال کمال. 

)د( ACB‏ إذا - واذا فقط A =A" B-‏ 
-0١‏ لكل مجموعة ۸ معرفة على فراغ ذي بعد واحد؛ عيّن (0)8 مساوية لعدد 
النقاط فى المجموعة ۸ التى تمثل أعدادا صحيحة موجبة. إذا کانت :۸ , A,‏ 
معر فة كالتالى : ۱ 

3 هفخ برد مضاعفات العدد 3 آقل من أو يساوي 50 ×:×) = ,۸ 

( عدد من مضاعفات العدد 7 آقل من أو يساوي 50 ×:×) = ر۸ 
فأو جد : 

زيف ^ ,۵/۸ , Q(A, U A,)‏ , (يش)9 , ) ,0۸ 
وآليبت أن: 


۹)۸, U 4:) - (ی۵/۸+(,00۸‎ - 9)۸, ^۸») 


۲- لكل مجموعة ۸ معرفة على فراغ ذي بعد واحد. إذا كانت (0)۸ معرفة كما 
يلي : 
Ox(l -XJ . 0> > [‏ 


0( ۱ رال سيف 057 
8 شاف لاگ . 0 


وكانت 


01 > > ۲:0 | 2 وھ اہ 7 











ناوجد (ي0)4.(ي0)8/(.0)4 . 


المجموعات ۳۱ 


۳ اذا كانت 4 تمثل النقاط الداخلية أو الواقعة على حدود مربع برژوس على 
النقطة (0, 0) والنقطة (1, ۱) وکانت (0)۸ تعطی كما يلي: dy dx‏ || -(0)۸ 
إذا كانت 4ے ۸ هی الجموعة| 1 > 2۷ > 0 : (۷, ) | فأوجد (0)8 . 
واذا كانت 4 ۸ هی الجموعة 
۴٤‏ - آي من الفصول التالية تکون زيا على الجموعة 5 : 

اوظ , و8 , ر8| = و5 , أدث , يذ , (A,‏ = ,5 
حیث ان < 234,55 1 بنع 


وان 42,6 و۸ , 427 ديق , (1,3,5) A‏ 
By, = {2,6 }‏ 43,5 < رظ 9 4 , 41 < B,‏ 


[ > > رے >0:(,» فاو حد (0)8 . 








(همن رسن 


الاحتمال 


© مقدمة © بعض التعريفات الأساسية في علم 
الاحتمال © تعريف الاحتمال © أمثلة على 
الاحتمالات © نظريات الاحتمال © أمثلة على 
نظرية الاحتمال © الاحتمال الشرطی 
© قانون الضرب في الاحتمالات © علاقة الاحتمال 
الکلی © علاقة بییز © نظریات على الاحتمال 
الشرطی © الحوادث المستقلة © بعض نظربات 
الاستقلال © تمارين 


۱ مقدمه 

کثیرا ما تستخدم كلمة الاحتمال (11]9ز006:م) فى حیاتنا اليومية» فنتکلم عن 
احتمال فوز متسابق على متسابق آخرء وذلك بمعنی امکانية الفوز» وقد نضیف 
إلى كلمة محتمل أو إمكانية كلمة آخری تدل على قوة أو درجة هذا الاحتمال 
فنقول مثلا إنه من المحتمل جدا أو من الممکن جدا أن تمطر السماء بعد ظهر 
الیوم» أو أن احتمال أن تمطر السماء قلیلا. أو أنه من غير الممکن أن ینجح طالب 
معين أو أن امکانية نجاحه قلیلة جدا. الا أن الا حصائیین لایرضون بالتعبیر عن 
الاحتمال بانه صغیر أو کبیر» بل يرون ضرورة اعطائه قيمة كمية أو عددية یمکن 
التعبیر عنها بدقة. مما سبق نلاحظ أن كلمة احتمال تعنی شیئین رئیسین هما : 


۳۳ 


۱ نظرية الاحتمالات وتطبیقاتها 


و مقیاس تحلیلی لمعرفة عدم ثبوت حادث معین. 

(ب) مقیاس یقیس و ا حادث ما مثل درجة التیقن . 

ویرجم الفضل فى اکتشاف علم الاحتمال إلى عالمین ریاضیین فرنسیین فی 
القرن السابع عشر الميلادي هما بلييز باسکال ([۲۵۵6۵ ۳12156 وبییر دي فیرمات 
De Ferma)‏ عسوزط) وذلك عند معالجتهما لمشعلات الققمار 
problems)‏ ingاambع).‏ وقام بعد ذلك کل من بیرنولی (iاا8Ber"uo‏ .[)› 
ودي موافر (۵۸.10(/101۷۲) ولابلاس (5.1۵01268 ۴) بتطوير شق م علم الا حتمال . 
تطور المفهوم العلمی الحديث للاحتمال فيما بعد خلال العشرینات والثلائینات 
من هلا القت تاي النفلة النومية راك قل الست المي ای تس 
إلى ذلك الزمن . ۱ 5 

أصبحت نظرية الاحتمالات» فى وقتنا الحاضرء أكثر تطبيقا لتشمل مجالاات 
متعددة تساهم فی عملیات استقراء النتائ » واتخاذ القرارات الذكية البارعة فى 
کثیر من العلوم الاخری المختلفة کالاقتصاد» والادارة »وعلم الاجتماع» وعلم 
الفلك. وعلم الفیزیاء» والهندست وبحوث العملیات وعلم الاجنتة وعلم 
التمذجة بالاضافة إلى مجالات أخرى من العلوم التجريبية أو النظرية. وباختصاره 
یظهر على الاحتمال وتزداد الحاجة إلى تطبیقاته اينما یظهر عنم التیقن وتحکم 
العشو ائثية سلو ك الظاهرة المدروسة. 
و آلمفید قبل الل کے تمرف اهال زمقاهيمه وتظریانه اقرف عقر 
التعریفات والمفاهيم الاساسية المستخدمة في نظرية الاحتمالات. 


۲,۲ بعض التعریفات الاساسية في علم الاحتمال 

السلا السا ہے السسوعة 5 إلى السسوعة 8 في یط سٹانڈ هيد 
حاصل الضرب الكرتيزي للمجموعتین ۰۸,8 وهذا النوع من العلاقة عادة یسمی 
علاقه ثنائية (هم0)؛ آی أن العلاقة هی علاقة جامعة أو رابطة بين شيئين أو آکثر 
من الأشياء. المجموعة المکونة من العناصر الاولی فى العلاقة الثنائية تسمی نطاق 


الا حتسال ۳6 


العلاقة (صن00) أو مجالهاء والمجموعة المكونة من العناصر الثانية فى العلاقة 
الثنائية تسمی المدی أو النطاق المصاحب (538286) ۰ فمثلا إذا كانت ۳9 4 F=‏ 
((2,2(,)3,12) تشكل علاقة. فان نطاق همده العلاقء هو 
المجموعة (1,2,3) ونطاقها الصاح هو المجموعءة ( 4,7,12) . 
الدالة: قانون يعين قیما تحت شروط معيئة من المجموعة ۸ إلى المجموعة 
8 کالتالی : لكل عنصر × من المجموعءة ۸ يوجد عنصر وحيد لا من المجموعة 
ف قن أ الاسم 4:14 تار #حالة من الجا إلى المبسرعة ظا ۽ از 
بعبارة أخرى الدالة هى حالة خاصة من العلاقة الشنائية التي تجمع آو تربط 
بين کل عنصر فى النطاق إلى عنصر وحيد فی النطاق المصاحب؛ فمثلا 
تب الدالة+ عل الا قطة۸ > * تمرف قالغالى ظ 6 ۷-6 . 
الدالة التی تحتوي فی نطاقها المصاحصب ۳ آرقام تسمی 
دالة رقمية (ذات قيمة عددیة) (طمناعص ۰۳۵66۵1 والداله التی یحتوی 
او رع یس اب ای موم مہف سی ات تاد السك ر 
تسمی دالة حقيقية؛ أي ذات قيمة حقيقية (real-valued function)‏ . 
تسمی الدالة (×)۶ دالة زوحية (even function)‏ إذا وجدنا أن لکل × فی النطاق 
المصاحب f)×(=۴60(‏ وتسمى الدالة (10 فردية todd funeion‏ إذا 
حققت الخاصة (100-- (×-)؟. 
التحربة: تعنى كلمة (التجربة) (6*06710600) القيام بعمل محدد تحديدا 
واضحك وهی ما الحصول على بيانات إحصائية . آما النتيجة (10دوع:) التى 
تحصل فیا هيه التجربة تسمى نانج التجربة (012ع01011) . ۱ 
التجربة العشوائية: کل تجربة لاتکون نتیجتها معروفة مسبقا بشکل حتمي 
تسمى تجربة عشوائية (٥٥٥٥٥۵٥)؛‏ فمثلا رمی قطعة نقود معدنية» میں سی 
احصائية عشراية» والتتيجة اما صورة ۵ آر کتابة (٥ء‏ وتجربة رمن حجر 
زهرة النرد نتیجتها أن الوجه الذی يظهر إلى أعلى يحمل أحد الاعداد 
6 2,3,4,5, 1 وکذلك تجربة اختیار ورقة من مجموعة ورق اللعب. 


۳1 نظرية الاحتمالات وتطبيقاتها 


کل هده الامثلة تجارب احصائة عسو ائبه ) ولکن نتيجة التجربة قد لاتکون 
معروفة بشکل حتمي قبل إجرائهاء ویمکن وصف التجربة العشوائية بثلاث خواص : 
( 1 ) یمکن تکرار التجربة العشوائية عملیا ونظریا عدد من المرات. 
(ب) للتجر بة عادة ناتحان أو أكثر؛ أى آن التجر بة و حبده النانج تال 
تجربه عشوائبه . 
فراغ (آو فضاء) العينة: فراغ العينة (50260 #امصةء) لتجربة إحصائية هو 
مجموعه جمیع النتائج الممكنة والمتوقعة لتلك التجربة ويرمز عادة لفراغ العينة 
بالرمز 5. 
سوف نورد المثال التالی لتجارب وفراغ العينة 5 المصاحب لهذه التجارب . 


٣۰۹۳۰: ١: نات‎ 

۱- في تجربة رمى قطعة نقود معدنية مرة واحدة» فان فراع العينة 
8 یتک ون من تبحتية هما 8 و 1 كما يلى: (11,۲) -5. آما عند رمي قطعة النقود 
مرتين فإن فضاء العينة فی هذه الحالة هو: ( ۲۷4,۲۲ , 1111 , 117) - 5 × 5 - "5 

۲- فى تجربة رمى زهرة النرد مرة واحدة فان فراع العينة 5 هو المجموعة 
المكونة من كل الأوجه الستة العلوية؛ أي أن( 5-41.2.3,4,5,6. وعند رمی 
زهرة النرد مرتین» فان فراغ العينة 5 هو مجموعة کرت مہ 26 تادينا سا 
ویمکن وصفه بأنه حاصل الضرب الكارتيزي لمجموعتین 8,8 حیث إن - ؟ 
( 1,2,3,4,5,6) آي آن: 

۹- )5:5 (1 6,۱: 6 5 ۸ eS! 

حيث إن × يرمز لعدد النقاط على الوجه العلوي لقطعة زهرة النرد الاولی» ويرمز 
ز لعدد النقاط على الوجه العلوی للقطعة الثانية . يمكن ملاحظة أنه یمکننا كتابة 
فراغ العينة 5 في حالة قطعتي نرد بطريقة الحصر كما يلى : 


الا حتمال ۳۷ 


OO, O‏ و یلا مج UD‏ : تیدا م الیل 
CE. E‏ 330 , 3220 ۔ 27 ZU,‏ 
«O , )3,5( + )3,6(‏ (3,3) ۔ OD‏ + (3,1) 
(4,6) , (4,5) , (4,4) , (4,3) , )42( , (4,1) 
ما 55 PEE E‏ رن 
GD , )6,2( , )6,3( , )6,4( , )6,5( , GO‏ 


۳-إذا كانت التجربة تتمثل فى تحدید نوع المولود في عملية میلاد طفل 
جديد» أي من حيث کونه بنتا أو ابناء فان فراغ العينة 5 هو المجموعة المکونة 
من کل النتائج المتوقعة» ويمكن کتابته كما يلي ( بنت » این » - 5 ء وإذا 
رمزنا للابنة بالرمز”8“وللابن بالرمز ”ا“ فان: ( 8 ,ع ) - 5 . 

4-إذا كانت التجربة قياس مدة صلاحية مصباح کهربائی بالساعات فان 
فراغ العينة 5 المصاحب لهذه التجربة هو المجموعة المکونة من کل الاعداد 
الحقيقية غير السالبة؛ آي آن: (مه>0:) = 5 . 

ویسمی فراغ العينة الذي يحتوي على عدد نهائي أو عدد غير منته قابل 
للعد من نقاط العينة فراغ عينة متقطع أو منفصل (01567606)» وفیما عدا ذلك 
يسمى فراغ العينة بفراغ متصل (٤هںماصنادہع).‏ يجب ملاحظة أن فراغ العينة هو 
فراغ منته (110106) ما لم یذکر خلاف ذلك . 

الحدث (الحادثة): الحدث أو الحادثة )۷٥٢۷(‏ مجموعة جزئية من فراغ 
العينة5. يرمز عادة للحوادث بحروف لاتينية كبيرة مثل المجموعات . فعلى سبيل 
المثال» إذا كانت لدينا حادثة 4ه تشتمل فى ظهور الصورة فى تجربة رمي قطعة 
النقود مرة واحدة فان ۸ يمكن كتابتها كما يلى : (11) =4 ء وإذا كانت الحادثة 
۸ تمثل ظهور الصور مرة واحدة» فى تجربة رمي قطعتي نقود 


۲۸ نظریه الا حتمالات و تطبیقاتها 


فان ۸ تعرف كما يلى : 
A ={ HT, TH} ۱‏ 
إذا كانت الحادثة ۸ تمثل مجموعة الأعداد الفردية فی تجربء رمى زهرة النرد 
مرة واحدة ۱ ۱ 
فان : 7 کے هیا 
وإذا كانت الحادثة ۸ هي ( 4 > ۲۷+ : (لا , ×) ) = لم في تجربة رمى زهرتی 
ترد فإن: 1 (2,1) , (1,2) , (1,1) ) < ۸ 
واذا كانت الحادنة ۸ هی أن المصباح الکهربائی لن يدوم أكثر من ۵ ساعات 
في تجربه قياس مدة صلاحية مصباح کهربائی (رفم ٤‏ من المثال۱ ,۲,۲۰) فان : 
۱ 0665 :]۸ 
نقطة العينة: العنصر من عناصر فراع العيئة يسمى نقطة العينة (sample point)‏ . 
إذا كان لدينا تجربة تتمثل في رمي قطعة نقود ثلاث مرات؛ فان فراغ العينة ٩‏ 
يكو ن : 
٩ = {HHH , HHT , HTH , HTT, 11111 , 1111 , TTT}‏ 
إذا كانت پھ , وھ , وھ , ,4 مجموعات جزيئية من فراغ العينة 5 ومعرفة كما يلى : 
ظهور الصورة مرة = ,۵ =| TTH‏ , 1111 , ۲۳۲۲ | 
ظهور الصورة مرتین = ۸۵۰ -[ 11111 , HHT, HTH‏ ( « 
ظهور الصورة ثلاث مرات = وھ = | 111111 { « 
عدم ظهور الصورة > ۸ = | 11۲ ۱ 
كل هذه المجموعات الجزيئية المعرفة على 5 تسمی حوادث (76215©) وکل 
عنصر من عناصر هذه المجموعات الجزيئية يسمى نقطة عینة . 


الحادثة اللسيطة (eاsimp)‏ :هی مجمو عه مكونة من عصر و احد آو نقطة 


الا حتسال ۳۹ 


الحادثة المر كبة :)compound(‏ هی مجموعة مکونة من آکثر من نقطة من 
فراغ العينة . 
یمکن ملاحظة أن اتحاد حوادث بسيطة هو حوادث مرکبة. فى المثال السسابق 
(تجربة رمی قطعة نقود ثلاث مرات) تسمی الحادئتان وھ ور۸ حادئتین بسیطتینء 
والحادئتان وش , ,۸ هما حادئتان مر کبتان . 
وفي تجربة رمي زهرة الضرد مرتسین إذا كانت | 10 = +× : (, ») | < ۸ 
فان الحادثة [ 6,4۵ , (كرق , 4۵ أ سيم 
هى حادثة مركبة. وهى اتحاد ثلاث حوادث بسيطة : 

A= ( )4,6( ! ,۹ 5,5) ٠ 6® ( 


الحادثة المستحيلة ( 00008101( : تسمی المجموعة الخالية بالحادثة 
المستحيلة؛ لانها تمثل الحالة التى لايكون للتجرية نتائح مثل حادثة ظھور الرقم ۷ 
الحادثة المؤّكدة :(certain or sure)‏ هى مجموعة جميع النتائج الفمكتة 5 


وكذلك حادثة ظهور عدد صحيح موجب آقل من ۷ اک و رد« 
حادثة مو كلة الحدوث . 


يشال ۷ , ؟ 

إذا كان فراغ العينة لتجربة ما معرفا كما يلي ( ,42,6 -5. وكانت 
المجموعات التالية : 

:۵و( 16:6 و(2۸,6) a, DT},‏ ,(ع) OD, )2( , DF},‏ 
تمثل کل المجموعات الجزیئیه الممکنه من فراغ العينة 5 » وتسمی کل مجموعة 
من هذه المجموعات الجزيئية حادثة (آو حدث). المجموعة الجزيئية ( ©,ط,8) 
هي فراغ العینة» وهی حدث في الوقت نفسه؛ أي أنه یوجد الحدث المکون من 
فراغ العينة 5 دائما ویسمی بالحدث المؤكد. المجموعة الجزيئية الخالية © هي 


3 نظرية الاحتمالات وتطبیقاتها 


أيضا حدث» وتسمی بالحدث المستحیل لانه لایمکن ظهوره أو حدوثه. 

نلاحظ من المثال ۲ ,۲ ,۲ أن فراع العينة 5 لتجربة ما والمکون من « نقطة 
معينة یحتوی على "2 مجموعة جزيئية ممختلفة (حوادث سيطة ومركبة) 
بالإضافة إلى المجموعة الخالية © وفراغ العينة 5 . 

الحوادث المتنافية: يقال إن الحادئتین ,۸ متنافيتان أو متمانعتان :12115أنادم) 
(۷۵تدناامدی أو منفصلتان (0صنمزونق) إذا لم تظهرا في نفس الوقت؛ أي ا تحتوی 
الحادئتان على أية نقاط أو عناصرمشتركة. وبعبارة أخرى» إذا كان وقوع |حداهما 
يمنع أو ينفى وقوع الأخرى؛ أى أن © = 8 ۸ A‏ . فمثلا عندما نرمى قطعة معدنية 
مرة واحدة قد نحصل على الصورة (11) أو الكتابة (1) » ولكن ليس على كليهما؛ 
ولذا يمكن وصف الحادثتين "11,7 بأنهما متنافيتان أو متمانعتان. وكذلك فی تجربة 
إلقاء قطعة نرد. فان جميع النتائج الممكنة لهذه التجربة هی نواتح متنافية لت قد 
نحصل على واحد فقط من جملة ٦‏ نواتج: (۰)1.2.3.45.6 وبالمثل فى تجربة 
تحدید نوع مولود جدید - فى حالة الولادة - قد یکون المولود ذکرا أو أنثى ولیس 

إذا ظهرت الحادئتان ۸,8 فی الوقت نفسه (آو فى ان واحد) فان الحادئتین 
فقوتت قير اي وال فد علد مسي مور من 3۷ ور عن رو اقب 
فان الورقة المسحوبة یمکن أن تکون صورة ملك وشکل ماسة (دیمن)» عندها 
نصف هاتین الحادئتین المتلازمتین بأنهما «حادئتان غير متنافيتين»» وکذلك الحال 
بالنسبة لحوادث التضخم والركود (inflation and recession)‏ فی الا قتصاد ھی حوادث 
غیر متنافية . 

الحوادث المتمائلة أو متساوية الفرص :يقال ان الحادئتین 8 , ۸ متساویتان 
أو متکافتتان (راع!زا برااناوع) فى فرصة الحدوث إذا كان الحدث ۸ متساویا فى 
فرصة حدونه مع الحدث 8. وھا أخرىع يقال بأن الحادئتین متماثلتان إذا 
کانت امکانية جلو لا متساویة. 

وبصورة عامةء إذا كانت لدینا تجربة إحصائية عشوائية لها فراغ عينة ٩‏ 


الاحتمال 2 


يحتوي على عدد « من نقاط العينة؛ أي أن عدد النتائج الممكنة لهذه التجربة هو 
« » وكانت هذه النتائج متساوية فى إمكانية الحدوث. أي أن لكل نتيجة فرصة 
الحدوث مثل أي نتيجة أخرى» فان هذه النتائج متساوية الفرص (متمائلة) . 

يسمى فراغ العينة 5 فى هذه الحالة بفراغ العينة ذي الفرص المتساوية؛ فمثلا 
فى تجربه رمي قطعة نقود قد نجد أن الصورة (11) لها نفس فرصة ظهور الكتابة (1) 
ومعدل الحدوث (أو الظهور) لكل حدث يتوقع أن يكون ‏ . وفراغ العينة هو 
(11,7) = 45 ويسمى فراغ عينة باحتمالات متساوية (فرص متساوية) . 
ملحوظة: يحب ملاحظة آن الحوادث لاتعدو عن کونها مجموعات جزيية من 
فراغ العينة 5» فان العملیات الجبرية على المجموعات يمكن تطبیقها على 
الحو ادث . 

الفراغ الا حتمالي: اذا كانت ٩‏ س جا جير ([جچپر بوریل) المخرف 
على فراغ العينة 5 وکانت ۶ دالة احتمال على ۰8 فان الثلائي (۳ ٩,‏ , 5) 
یسمی فراغا احتماليًا قياسيًا (0266:عنعمع بزانانطهطهتع) أو یسمی باختصار 
فر اغا احتمالیا (50260 «انازطه0:00) . سندرس تعریف دالة الاحتمال بشیء من التفصیل 
فى تعریف (۲,۳,۳) وما بعدها. ۱ 
٠‏ الحادة مستحيلة الحدوث بالنسبة إلى الاحتمال ۶× إذا كان زظ, 68,5 
فر اغا احتمالیا معطى» وکانت 5 © ۸ بحیث إن 0= (۴)۸ فان المجموعة ۸ 
تسمی حادلة مستحيلة الحدوث باللسبة إلى ۳ وپتال انها تساوی السادثة ۵ تقریبا 
فى كل مکان. 
۱ الحادثة مؤ كدة الحدوث بالنسبة إلى : إذا كان (2, 5 , 5) فراغا احتمالياء 
رکانت 5 ۸ بحیث ان 1 <(۳)۸ فان المجموعة ۸ تسمی حادثة موكدة الحدوث 
بالنسبة إلى الاحتمال ۴ ۰ ویقال انها مؤكدة الحدوث تقریبا فی کل مکان؛ أي أن 
[ = (۳)5 = (۳۲)۸ جح 5 < ۸ . 

تساوي حادئتین باحتمال 1: إذا كان لدینا مجموعتان ۸,8 في الفراغ 
الاحتمالى 5,2 , 5)» وکانت 5 ع ۸,8 . وکان 0-(48ى - 8 +۳۸ فان الحادنه 


۲ نظرية الاحتمالات وتطبیقاتها 


۸ تساوی الحادثة 8 باحتمال 1ء ویقال انهما متساویتان تقریبا فی کل مکان . 


۳ تعريف الاحتمال 

یمکن تعریف الاحتمال على أنه فرصة حدوث أو ظهور حادثة فى تجربة 
ا أي شیا لق ساد سیظة عند جر ارلا سوہ ق سی شام 
بغرض دراستها. أو بمعنى آخر هو عدد المرات المتوقع الحصول فیها على الحادثة 
محل الدراسة عند إجراء التجربة. ويقاس الاحتمال بمقياس نهایته الصغری الصفر 
ونهایته العلیا وهی الواحد الصحیح ؛ اي أن قيمة الاحتمال عادة عبارة عن کسر يقع 
بين الصفر والواحد الصحيح» بمعنی أنه إذا كان من الموکد وقوع حدث ما؛ 
فدرحة الاحتمال هى واحد صحیح . أما إذا كان من المؤكد عدم حدوثه فدرجة 
الاحتمال ھی صفر ؛ فمثلا احتمال أن يعيش شخص ما إذاتوقف قلبه عن العمل هو 
صفرء واحتمال وفاة شخص ما فى يوم ما هو ۱. 

توجد عدة تعاريف للاحتمال ومن جملتها ما یلی : 


۱ التعريف التقليدي للاحتمال 

إذا كان هناك تجربة إحصائية معینةء وفراغ العينة لهذه التجربة 5 يحتوي على 
8 من النتائج الممكنة التي لها فرص حدوث متساوية. وإذا كان الحدث ۸ يمثل 
مجموعة جزيئية من فراغ العينة 5 ويحتوي على 7 من النتائح» فان احتمال ظهور 
الحدث ۸ ۰ ويرمز له بالرمز  ۳)۸(‏ ويعرف كما يلى ١‏ 


_ 708( _ m 


n(S) n‏ ا 





(Laplace)‏ ویستخدم عادة فی التجارب الاحصائية التي پتوافر فيها عدد نقاط فراع 
العينة (12)5» وعدد نقاط حادثة ما مأخو ذة من فراغ العينة 5. ومما يؤخذ على هذا 


الاحتمال 2 


التعریف ما پلی : 

ر۲( يعطلب آن تکون جمیع التائ الممكنة ذات فرص حدوث متساويتة. أو 
احتمالات متساوية؛ أى یفترض أن يكون هناك معرفة سابقة بمعنی الاحتمال؛ 
ولذلك لایمکن تطبیق هذا التعریف فى حالة عدم تحقق فرضية الاحتمالات 
المتساوية. ۱ 

(ب) یصبح هذا التعریف عدیم المعنی إذا كان عدد النتائج الممکنة غير نهائي . 


۲ التعریف النسبی للاحتمال 

إذا قمنا باجراء تس عشوائية عدد 2 مرةء وکان بالامکان مشاهدة الحدث 
۸ عدد 7 مرق فان احتمال ظهور الحدث ۸ يرمز له بالرمز (۲)۸ ویمکن تعریفه 
بنهاية التكرار النسبی (relative frequency)‏ 2 حیث 2 تژول إلى ما لانهاية مه؛ 


أ أن : 


.ره 
im‏ ے رينم 


صب ۳ 

یعنی ذلك أنه كلما زادت 2 إلى ما لانهاية فان التکرار السبي -- یصبح أكثر 
استقر ارا عند القيمة العددية (5)4. فمثلا إذا قمنا برمى قطعة نقود عدة مرات» فاننا 
قد نلاحظ أن قيمة التكرار النسبی 2 متذبذبة حول 0.5 كلما ازداد عدد الرميات. 


يسمى هذا التعريف أيضا بالتعريف التجريبى (۳011621) أو التطبيقى للاحتمال؛ 


TT 
التى او الت س لست تام‎ 
ليست و بات‎ n لتکرار لنسبی‎ 


:: نظرية الا حتمالات و تطبیقاتھا 


۳ التعريف الرياضى للاحتمال 

سوف نتعرض هنا 5 alls‏ الا حتمال (probability function)‏ أو ما يسمى 
ادالة الاحتمال» على المجموعة 5 المعرف عليها جبر بوريل 5 أى هی الدالة 
مر ۶:8 التی تحقق الف ضیات العالية : ۱ 
الفرضية الاولی : لكل 5 > ۸ , (۴)۸ > 0غ 
الفرضيه الثانية : للحدث الم کد ٩‏ نجد آن 1ء زقاظ. 
الفرضية الثالثة : إذا كانت ... , وھ , ,۸ متتابعة من المجموعات المتنافة التی 


ہو وا ,1= ij‏ ۷ ياه AMA‏ 


وکان آیضا 9 > رهمالا- ... دا یهن ۸ 
1 =1 

فان ,۳۱۸ 2 - ۸ 1 
| =1 | =1 


من الملاحظ أن الفرضية الأولى تحدد احتمال أن ناتج التجربة نقطة فى ۸ هو 
عدد ما بين الصفر والواحد الصحيح» والفرضيةالثانية تؤكد أنه» باحتمال يساوي 
الو احد الصحیح : ناتج التجربة هو نقطة فراغ العينة» والفرضية الثالثة تحدد أنه لی 
متتارعة من الحوادث المتنافية فان احتمال ظھور واحد على الا قل من هله الحو ادث 
يسمى التعريف السابق بالتعريف الرياضى (۵1ء1٤۳١1ة.)‏ للاحتمال ويعد الطر یقة 
الرياضية الحديثة إلى نظرية الاحتمالات. 


الاحتمال 0 


٤‏ , ۲ آمثلة على الاحتمالاات 
ہا( 24.1 ۲ 
إذا كانت ( 41,2 -5 » وكانت 5 هی عائله لكل المجموعات الجزئية 

٩-1۵5, {1}, {2} | 

فانه یمکن ريف دالة احتمال ۶ علیها کالتالی : 
P({1}) =P, , P({2}) =P;‏ 

ت إن :7 + ود۴ آعداد موبية تحقق الشرط ۶1 ر۲ + , . 

إذا كان عدد عناصر فراغ العينة 5 محدودة» وکانت الحوادث البسيطة فى ٩‏ 

متمائله ع فان الدالة 





نمثل اقتران احتمال لأنها تحقق الفرضیات الواردة فى التعریف السابق . 


فاك ۷ ١.5‏ 
رمینا قطعة نقود نااٹ مر ات » ما اوا ظهو ر صو ره واحدة علی الاقل؟ 


الحل :فی تجربة رمى قطعة النقود ثلاث مرات نجد أن فراغ العينة 5 هو 
HHH , HHT , HTH, 11111 , HTT, THT, ۲11 , TIT }‏ ) = 5 


وآن عدد عناصر فراغ العينة 5 يساوي 8 (حيث إن 8 - 2= 27 )> ويلاحظ أن 
فراغ العينة 5 هو فراغ ذو احتمالات متساویة؛ أي أن للحوادث البسيطة فرص 


حدوث متساوية ؛ أي أنه لكل نقطة عينة الا حتمال ۳ ۱ 


5 نظر ية الا حتمالات و تطبقاتها 


ليكن الحدث ۸ يمثل ظهور صورة واحدة على الأقل : 

A = { HHH , HHT , HTH , THH , HTT, THT, TTH }‏ 
نلاحظ آیضا أن عدد عناصر الحدث ۸ » وليكن (2)8 يساوي 7. 
إذن من تعريف الاحتمال نجد أن 


_ KA) 7 
اد‎ n(S) 8 





يكال ر 

يدرس في مقرر الإحصاء التطبيقي 20 طالبا وهم : 5 من قسم العلوم 
الصحية» 4 من قسم علوم الحياة» 8 من قسم الفيزياء» 3 من قسم الکیمیاء. اختير 
طالب بطريقة عشوائية من هذه المجموعات لتمثيلهم فى قسم الرياضيات لابداء 
رأيهم حول ملاءمة المقرر لهذه التخصصات . أوجد احتمال أن يكون هذا الطالب : 

)١(‏ من قسم الاحیاء. 

(ب) من قسم الکیمیاء. 

(ج) من قسمی الفیزیاء والکیمیاء. 


الحل : 
)١(‏ احتمال کون الطالب المختار من قسم علم الاحباء : 


دد الطلبة فى قسم الا حباء 
ہے مس ہت سم یم 
عدد الطلبة الكلى 9 


(ب)احتمال كون الطالب المختار من قسم الكيمياء : 


الأحتيال = 





(ج)احتمال کون الطالب المختارمن قسمی الكيمياء والفيزياء: 


الاحتمال ۷ 





عدد الطلبة فى قسمي الکیمیاء والفيزياء رر 
الاحیال دم 20 
عدد الطلية الل 20 


فال 5 :۲ 

یراد توظيف 3 آشخاص فى مصلحة حكومية من بين 15 متقدما للعمل بھاء 
منهم 8 من خريجي عام 308ف 7 من خحريجي عام ۸۱81٦‏ ومژهلات جمیم 
لمتقدمین العلمية متساوية . إذا اختیر ثلائه بطريقة عشوائية» فأوجد احتمال ما يلي : 
( أ ) أن یکون الجمیع من خريجي عام ۱8۱۵ ه 
(ب) اختیار شخص واحد على الاقل من خریجی عام ۱۶۱۲۱ ه. 


الحل : 
۱3 
نلاحظ أن فراغ العينة 5 يحتوي على 455 - | | نقاط عینةء وهي عدد 
ا ۱ ۱ ہے - 
الطرق الممكنة لاختیار 3 من 15 متقدما. 


(1) نفرض أن الحدث ۸ يمثل الثلاثة المختارين من عام ۱۸۱۵ ه. 
۱ ہے 8 نے ۱ Û‏ مي یع 
یحتوی الحدث ۸ علی56 = | 3 | تقاط عينة» وهی عدد الطرق الممکنه لاختبار 


اذن 
5 56 (/12 





NS E ۳ ۹‏ ۱ :۱9۹۳۰ ا 8 ۱ ا۳ص 
7 455 (0)5 (۳)۸ = | اختيار ثلاثة من حريجي عام 238 هام 


(ب) اختیار واحد على الاقل من خریجی عام ۱8۱۲ ه؛ أي اختيار 


۸ نظرية الاحتمالات وتطبيقاتها 


واحدء أو اثنين» أو ثلاثة من خریجی ١٤٢٥ھ‏ ولیکن الحدث 8 يمثل اختيار 
شخص واحد من عام ١٤٢٥ھ‏ على الاقل . عندئذ يكون عدد عناصر 8 هو 


























9 = 35 + 168 + 196 = | ۱ ۴ ظ 7 = )8 
310 7 2/01 ۱ 1112 
إذن 
ہوم۔ 29 _ 399 _ ر = P(B)‏ 





n(S) 455 65 


< (اختبار واحد علی الاقل من خریجی عام ٢٣‏ ۳۳ 


ماع 
بطريقة عشوائية › قما اعحجتهال ظهور ثلاث کرات بیضاء و 3 كرات سوداء ؟ 


الحل : 
۱ ۱0 
تلاحظ أن عدد نقاط فراغ العینة 8 هو 210 | | . إذا كان الحدث ۸ 
6 
یمثل ظهور 3 کرات بیضاء و 3 كرات سوداءء فان عدد نقاط العينة فى الحدث ۸ 


اما 


عندئد يكون احتمال الحدث ۸ كما يلى : 


هو 80 = 





الاحتمال 6 : 


۳ 
AY ON 80 


8 
7و 210 0 ۔ n(S)‏ 





P(A) = 


0 


الا ,۲,۸ 

لا حظنا عدد الطلبة القادمين إلى مکتب القبول والتسجيل بالجامعة فی فترة 
زمنية قدرها ! ساعة» وکانت ( ...,0,1,2) - 5. كان جبر بوريل المعرف على ٩‏ 
المكون من كل المجموعات الجزئية من 5 هو 5 . عرفنا على هذا الجبر 5 الدالة 
التالية : 
(At)‏ 

۴ 

)١(‏ هل يمكن أن تكون الدالة ۴ دالة احتمال على $ ؟ 

(ب) إذا كان الحدث ۸ يمثل وصول طالب على الاکٹے فى غضون 
5 دفبقه» فما احتمال الحدت ٩۸‏ ۱ 


8 = ۳)( - + keles ع‎ SEV: 


الحل: 


((1) جت ان 


At (2) 5 
سک 26۳ ()۳ سايم‎ , Eells و‎ ASD. 


هي دالة كتلة احتمال فى عملية بواسون فی ۸0) التى سوف نتعرض لها 
فيما بعد وعليه نجد أن : 


05 ADSL. (۱) 


0۰ نظرية الاحتمالات وتطبیقاتها 





ا دم ص 
)۲( 7۳7 4م ت 2 یس 1 3 = (8)م 
k=0Û 0‏ 


ZF, )۳)‏ لم 1 
0> ۴( / 0ء ۱ 


أي أن 2 دالة احتمال تحقق الفرضيات الواجب توافرها فى أية دالة احتمال . 
(ب) إذا كان ( طالب على الاکثر يصل فى غضون 15 دقیقة ) =۸ فان : 








P(A) = P{0,1}=e * +٩ 1 ا ا‎ 


صب اا أو کا ف 


فشان ل 

تملك شركة موزعة للحاسبات الالية 5 أجهزة» ویوجد من هذه الأجهزة 
فی شراء جهازين › فقامت الشركة بطريقة عشوائية بارسال جهازین من الأجهزة 
الخمسة. آوجد احتمال أن يكون الجهازان فى حالة سليمة. 


الحل: 

نفرض أن الجهازین اللذین بهما عطل (المعیبان) هما ر2 ,,(1 وأن الثلاثة 
الاخری السليمة هی و6 , ر6 , ,6 . نلاحظ أن کل نقطة عينة تکون فى صورة 
إرسال جهازین سلیمین أو معيبين» أو واحد سلیم وآخر معيب» ویمکننا تعریف 
نقاط العينة (الحوادث البسبطه) التالية : 


الاحتمال ۱ ۵ 


={D, , © |‏ بت , او6 , E;  ]0,‏ , | © , رط| > Dl, E,‏ , رط| = E,‏ 
!و6 ,10 = Eg‏ ,او , وط| = G2}, E,‏ , وط| = ےظ, |6 , روص| = Es‏ 
او + و26 ورظ ,اب , 16 = و8 
أي أنه توجد 0! نقاط عينة وأن فراغ العينة 5 هو 
Eo}‏ , وق , Eş‏ , بت , و8 , و , E2 , E; , E,‏ , ,5] = 5 
نفرض أن الحدث ۸ يمثل الأجهزة السليمة» ويمكن تعريفه كما يلى (من فراغ 
العينة) : 
A = Eş , Eg , Eo}‏ 

وحيث إن الاختيار قد تم بطريقة عشوائية» فان فراغ العينة 5 هو فراغ ذو احتمالات 
متساوية؛ أي أن كلا من الحوادث البسيطة (نقاط العینة) 10 ,... ,1 -1 , ہتا له 
نفس فرصة الاختیار؛ أي أن : 


و رق قتا = ) P(E;‏ 


1 
IF -* 


من الواضح أن الحدث ۸ هو اتحاد ور , و8 , و8 ؛ أي أن ورظ نا UE,‏ و8 = A‏ 


إنن ست = (ور5)8 + (وظ/ + (و8)م = (۲)۸ = (الجهازان سليمان) ۶ 


يتاك ہار 5ب ۲ 





فظن القرآن لکریم؛ 
تقدم لوالدهن شابان على خلق قویم یطلبان الزواج . اختیرت بنتان بطريقة عشوائية 
فما احتمال آن تکون : 

(أ) البنتان ممن یحفظن القرآن الکریم؟ 

(ب) البنتان لاتحفظان القران الکریم؟ 

(ج) بنت واحدة على الأقل تحفظ القرآن الکریم؟ 


0۲ نظرية الاحتمالات وتطبیقاتها 


الحل : 
من الواضح ال احتمال اختيار بنت واحلة بطريقة عشرائے هو 10 


3 
3 


احتمال اختيار بنت تحفظ القران هو 
)١(‏ نفرض أن الحادثة ۸ تمثل «البنتان تحفظان القرآن الکریم»» ويكون 
احتمال الحادثة ۸ هو : 


2 1 ۱ 
سے گت يات سے (۳)۸ 
ور کو وت 
(ب) نفرض أن الحادثة 8 تمثل أن «البنتان لاتحفظان القرآن»» ويكون 
احتمال الحادنه 8 هو : 


10 30 5 


(ج) نفرض أن الحادثة ‏ تمثل «اختیار بنت واحدة على الاقل ممن 
يحفظن القران»» ویکون احتمال الحادثة © هو : 


8 16 8 2 
اكير لبن پا تم 6پم 
کچھ دو وٹ 


۵ , ۲ نظریات الاحتمال 
سوف نحاول إثبات بعض النظریات المتعلقة بالاحتمال التي یمکن استخدامها 


الاحتمال ۳ 


فى كثير من التطبيقات. وتحمل هذه النظريات بعض الخواص المهمة لدالة الاحتمال 
التى تتكرر الحاجة إلى استخدامها فى الفصول القادمة من الکتاب . 


نظرية ۲,۵,۱ 
احتمال المجموعة الخالیة هو صفر. أو احتمال الحدث المستحيل © هو 
سار آی آن : 
0 = (۳)۵ 


البر هان: 


نفرض آن: 


۰ و ع رلك , © ع رمع ۸ 





| ات ی کے سرک 
2 
فک کے پات الس 9 بصو ماک گیا بش : 


S= J4; 


| = [ 


: وباستخدام الفرضية الثالثة للاحتمال يكون‎ 
P(S) = لا"‎ ۸ ۱ - 2, P(A;) =P(A,) + 2, ۳۸,( = P(S) + P(®) 
و‎ 
إذن‎ 
P(S) = P(S) + P(O) 


P(D) = P(S) - P(S) =0 


0 نظرية الاحتمالات و تطبیقاتها 


شكال ١‏ .شا ۷ 

إذا كانت الدالة 0)0 تعرف دالة احتمال على مجموعة الأعداد الحقيقية 1 
باستخدام جبر بوريل العادی على مجموعة الاعداد الحقيقية» وكانت الدالة () ,م 
معر فة کالتالی 





= () , 4 
sint, 6 0,‏ 
حیث يمكن تعریف () 4 كما يلى 
08 ب 
Q10 dt‏ 


وحيث إل 


۳ 
7 ۵ ))( dt ١ sin t dt | cos 1 1 ا‎ 
1 ۱ > ت سے جا سے ید‎ 
0 : 1/2 


تصبح الدالة (0) 4 : 





الاحتسال ۵ ۵ 


یمکن باستخدام الدالة ()) 4۵ تعریف دالة احتمال على جبر بوریل على مجموعه 
الاعداد الحقيقية كما یلی : 


A | ۵)0( dt 
۹ 


ےت ما 








اذا كانت 


= ۸ فان الحادئة ۸-۸ تسمی حادثة مستحيلت وباستخدام 


النظرية ۲,۵,۱ فان احتمال 2-4 يساوي صفرا؛ أي أن : 


dt = 0‏ 0)ن 1 ۵ | - P(R ۸( = | ۵)۱( dt‏ 
IR-A ۳ 1‏ 
أي أن 
P(R - A) = P(®) = 0‏ 
تسمى الحادثة ۴۸-۸ حادثة مستحيلة الحدوث بالنسبة للاحتمال ۲۶ . 


نظرية ۲,6,۲ 


إلى 5 فان 
r n‏ 
P(A;)‏ 5۔اہ لاه UA, ... uA,‏ :۶)۸ 
| |= 
البرهان: 
نعرض آن ۳ PAP,‏ ريم 
إذد ل 6 ... , A142‏ * 031 ۸ بیس ج۸ ر۸ 


1 ۵ نظر يه الا حتمالات و تطبقاتها 


ومن تعریف جبر بوریل ( الشرط (ج) ) نجد أن ٩‏ :۸ لا ۰ ولکن 


1 > [ 


۸× 


1 هت 


ان0 


1 =n+] ڑھ]‎ 


۸ uh - دل‎ 


[ > | 1= 1 


۸ ل 


u 
۱ 
[ سے‎ | 














إذن 


1 3 
۸ ۱ = ۸ یا 


| = | 1= [ 


باستخدام الفرضية الثالثة من فرضيات الاحتمال نحصل على : 

















A; j= 2Z, P(4;) = 2Z, P(4;)‏ 0۸ا۔|ہ 
[ =[ | =1 ۱ | > ] اسنا 
أي آن 
رما - Ua‏ 
[ > 1 
ا 


تقدم 5 أشخاص لشغل وظيفة فی الجامعة . اختير شخصان من الأشخاص 
الخمسة بطريقة عشوائية. إذا علم أن المتقدمين للوظيفة يتفاوتون فى مهاراتهم 
الوظيفية؛ فالاول أحسن أداءء والثانی يأتى فی المرتبة الثانية من حيث الأداء . 
وهكذا بالنسبه للمتقدمین الثالث والرابع والخامس د إذا اقرضی للك آن تی 
الاداء الوظيفى غير معلوم لدى الجامعة. لنفرض أن الحدث ۸ يمثل اختیار الجامعة 
لشخصين أحدهما أفضل المتقدمين والآخر من أقل اثنين أداء والحدث 8 يمثل 
اختيار الجامعة لواحد من أفضل المتقدمين على الأقل . 

ما احتمال الحادثتين ۸,8 ؟ 


الاحتمال اہ 


ال 
O‏ عشوائية . 
نلاحظ وجود جو 0 حوادث بسيطة أو نقاط عينة والمعرفة على صورة زوج 
مرتب ([,۰)1 وهی : 
E=(1,4) , E,=(1,5) , E.=(2,3)‏ , (1,3)درظ , (1,2)< ٦‏ 
(4,5)عمظ , (3,5)حوظ , (3,4)حوظ , (2,5)حبظ , E24)‏ 
تم الاختیار بطريقة عشوائية ولذا فان فراغ العينة 5 المکون من 10 نقاط عینة 
(10 , ... , 2 ,1 >1 , :8) هو فراغ عينة ذو احتمالات متساوية؛ أي أن كل 
نقطة عينة لها نفس فرصة الاختیار ولذلك یکون : 
1 


0 یس مق اع ےہ > (:ظ)2 


نلاحظ آیضا أن الحدث 8 يتضمن حدوث الحوادث التالية : 
کاپ وکا مكل و وکا گل E, #: Bs‏ 


2 أن الخدت 8 هو اتحاد هذه الحو ادث . 
7 


B= UE. 


' = 
یمکن» باستخدام النظرية (۲ ,۵ , ۰)۳۲ کتابة احتمال الحدث 8 كما یلی : 


۰ 7 


8 - Z 2)5 - > 5 =5 


PFE پڑے‎ 
5 ۱ ] [ ۱  [ 10 





الحدث ۸ هو كذلك اتحاد الحدئین و8 , و۰8 ومن النظرية ۲ ,۲,۵ نحصل على : 


| 5 P(E) 


3 > 1 3 > | 5 ع [1| 


P(A) =P 


سم 
کہ سہ ہس د سس دح 
لا 


گے 
3 10 





یوضح المثال السابق كيفية حساب احتمال حدث ماء فی تجربة ما» باستخدام 


۸ نظرية الاحتمالات وتطبیقاتها 


طريقة نقطة العينة. 


نظریه ۵,۳ ,۲ 
الحدث؛ أى أنه إذا كانت المجموعة ۸ ومکملتها ۸۵ مجموعتین جزیئیتین من 
فراغ العينة 5 فان : 

P(A) - 1 - P(A) 


البرهان: 
يمكن ملاحظة أن الحدثين ۸ ف کر سحذتان متتافیان حيتت : 
4-5 رام, 2 - م مم 
ومن ذلك ینتج (باستخدام دالة الاحتمال) أن : 
P(Au A) -2)5(‏ 


باستخدام نظرية ۲,۵,۲ نجد أن : 
P(A) + ۳) A) = P(S)‏ 
وباستخدام الفرضية الثانية من فرضيات الاحتمال نحصل على : 
P(A) + P(A) =1‏ 
ومن ذلك نحصل على المطلوب وهو : 
P(A) =1 - P(A)‏ 

يكثر استخدام هذه النظرية فى ذلك النوع من التجارب التى يكون فيها فراغ العينة 
5 يحتوي على عدد كبير من نقاط العينة كما سنرى فى المثال التوضیحی التالي : 


مال ۳ ۲۰:۵ 
إذا رمیت قطعة معدنیه 4 مرات» فما احتمال ظهور صورة واحدة على الاقل؟ 


۵ ٩ الاحتمال‎ 


الحل: 

فراغ العينة ( 5 فى هذه التجربة ) يحتوي على 16 - *2 - "2 = (0)5 
نقطة عينة» وکل نقطة لها فرصة الظهور نفسها. 

افرض أن الحدث ۸ یمثل ظهور صورة واحدة (11) على الاقل . إذن 
يحتوي الحدث ۸ على عدد کبیر من نقاط العينة الامر الذي یحتاج منا إلى بعض 
لوقت لحصرها. یمکن فى مثل هذه الحالة النظر إلى الحدث المکمل للحدث 
۸ . من الواضح أنه پک تغریف الحدث المکمل ۸ بسهولة من هذه التجربة 
وهو عدم ظهور الصورة؛ أي آن : 





A= TTT 

1 _ (خاه _ نت 

۳) ۸۱ = ۳))1117 }) کش‎ ET 

باستخدام نظرية التکمیل ۵,۳ ,۲: (۳۵ - 1= (۶)۸ نحصل على : 
1 
21-A)‏ مد 
15 ے گر 
حدس يي 1 ii‏ 


نظرية ٢,٥٠:‏ (احتمال الحادنة الحزتی) 

إذا كان الحدث 8 یحتوی الحادثة ۸ » فان احتمال الحدث ۸ ليس 
آکبر من احتمال الحدث 8؛ أي أنه إذا كان 8 , ۸ حدئین جزیئین من فراغ العينة 
8 بحیت ان ۸۳۳ فان (۳8 (۳۵. 


البرهان: 
لكل 8ء۸۹ ء فان الحادثة 8 یمکن تجزئتها إلى ال حادثتین 
۸ , ۸ج 8؛ ای أن : 
A)‏ )نب (۸ 8) 8 
وحیث إن ACB‏ « فان ۸8-۸ , 8۸۱ 
باستخدام دالة الاحتمال والنظرية ۲,۵,۲ نجد أن : 


B = A U ( 


P(B) = P(A) + ۶)۸ NB) 
: من المعلوم فى الفرضية الاولی للاحتمال نجد أن‎ 
(ھ وام‎ <0 
وعليه یمکن استنتاج آن‎ 
P(A) > P(B) 
۲,١, ٤ مثال‎ 
5 في تجربة رمي قطعة نرد يحتوي فراغ العينة 8 على 6 نقاط عينة‎ 
حيث إن فراغ العينة 5 فراغ ذو احتمالات متساوية؛ أي أن‎ = )1,2,3,4,5,6( 
. 2 كل نقطة لها نفس الاحتمال:‎ 
إذا كانت الحادثة ۸ تمثل ظهور العدد ۱+ أي أن ( 1) =4 » وكانت الحادثة‎ 
تمثل ظهور الاعداد الفردية؛ آي أن ( 1,3,5 - ظ.‎ 8 


: 21 1 ۱ ۱ م 3 ١‏ 2 
من الواضح أن احتمال ۸ هو > واحتمال الحادثة 8 هو > فعلیه. وطبقا 


6 
للنظرية ۶ ,۰۲,۵ تکون: 


ACB  ثح‎ P(A) = PB) 


الا ختسال 0 


نظریه ۵ ,۵ ,۲ 


إذا کا لرگ کان إلى 5 فان : 
P(A) = P(AB) + ۳/۸ (‏ 
P(A - 8( = ۶)۸ ) = P(A) - P(AB)‏ 


البر هان: 
یمکن تجزئة الحادثة ۸ إلى حادئتین متنافیتین هما ۸3 , ۸8 ؟ أى آن : 
A=ABUAB‏ , © - رمرم ظ۸ 
باستخدام دالة الاحتمال والنظرية ۲,۵,۲ نجد أن 
P(A) = P(AB) + P(AB )‏ 
ومن الواضح أيضا آن 
P(A -B) = ۳/۸ 5 ( = P(A) - P(AB)‏ 


نظرية ٦‏ ,۵ ,۲ (قانون الحمع) 
احتمال اتحاد أي حادئتین 5 ٤‏ 8 , ۸4 يعطى بالعلاقة التالية : 
(ط P(A U B) = P(A) + P(B) - P(A N‏ 
يلاحظ أن هذه النظرية تحدد العلاقة لاحتمال اتحاد حادئتین فى صورة الاحتمالات 
الفردية واحتمال التقاطم . ۱ 


البر هان: 
یمکن تجزئة الحادثة 8 ل ۸ إلى حادئین متنافیین هما ۸8 , ۸ ؛ أى 
ان 
5 تا An‏ 
38خ - 8غ رام 


٠‏ نظرية الاحتمالات و تطسقاتها 


باستخدام دالة الاحتمال يكون 


P(AUB) - ۳/۸ AB) 
۱ باستخدام النظرية و ی پا تحصل على‎ 
نب ۸ )ظ‎ 8( = P(A) + P( AB) 


ومن النظرية (۲,۵,۵) نحصل على 
(ظ ۶)۵ - P(A UB) = P(A) + P(B)‏ 

مثال ۵ , ۵ , ۲ 

اختیر عدد صحیح من ول )0 عدد صحیح موجب بطريقة عشو ائیه 
وکان الحدث ۸ یمثل العدد المختار الذی یقبل القسمة على 6. والحادثة 8 
تمثل العدد المختار الذي یقبل القسمة على 8. لاحظ أن الحادثة 8 ۸ تمثل 
العدد المختار الذي يقبل القسمة على 6 أو 8 ؛ أي یقبل القسمة على 24. ما 
احتمال أن یقبل العدد المختار القسمة على 6 أو 8؟ 


الحل: 
نلاحظ أن فراغ العينة 5 هو (1,2,..,200) =$ 
حیث إن الحدث 4 یمثل العدد الصحیح المختار الذي یقبل القسمة على 6 بدون 
باقی؛ أي أن عدد عناصر الحدث ۸ (عدد نقاط العینة) هی : 
53 = کا > (۸) 
وحبت إن الحادثة 8 تمثل العدد الصحیح المختار الذي یقبل القسمة على 8ء فان 
عدد عناصر الحادثه 8 هو : 


n(B) - د‎ = 5 


الاحتمال ا 


وحيث إن الحادثة 8 ٣‏ ۸۸ تمثل العدد الصحیح المختار الذى يقبل القسخة علی 
4. فإن عدد عناصر الحادثة ANB‏ هو : 








_ 200 ظ 

8= حك - (ظ ممه 
والآن نمکننا ایساد الاستمالات التالية : 
گل کے ون 
n(S) 200‏ وف 
MKB) _ 5‏ 
n(S) 0‏ وا 
ف i ED‏ 


20 ص۵66 
المطلوب هو إيجاد احتمال أن العدد الصحيح المختار يقبل القسمة على 6 أو 
8 ؛ أي أن المطلوب هو إيجاد احتمال الحادثة ۸ أو 8 ء أي ایجاد (ظ ن ۴)۸. 
باستخدام النظریة (,۲,۵) السابقة» یمکن ایجاد (8 ں ۶)۸ كما یلی : 

P(AUB) = P(A) + P(B) - P(ANB) 


ا کي 
200 200 200 


فان ,۵ ,۲ 

طالب متفوق فی مادتی الإحصاء والفیزیاء» لکنه لم یوفق في الحصول 
على تقدير ”۸“ فى أي من المواد الأخحرى» علما بان (مکانية حصوله على التقدیر 
۳ فى مادة الاحصاء هو 1 إلى 3 + أي ج وإمكانية عدم حصوله على التقدیر 


AP‏ ف الميزياء هو | ای 4 أي تِ و امکانبة عدم حصو له على التقدير “A‏ قوع 


12 نظرية الاحتمالات و تطبیقاتها 


مادتی الإحصاء والفيزياء هو 2 إلى 3 ؛ أي - إذا كان تقییم الطالب لوضعه 
الدراسي صحيحاء فأوجد الاحتمالین التاليين : 

() حصوله على ”4“ مرة واحدة على الأقل . 

(ب) عدم حضوله على "۸" . 


الحل : 
یمثل الحدث 8 حصول الطالب علی تقدیر "۸" فی مادة الاحصاء 
بحل السدت © حصول الطالب صل کقنیر ۸۳" فى مات آلق ‏ با 
يكل الحدث 80 حصول الطالب على تقدیر ۸۳" فی مادة الاحصاء والفیزیاء. 
من معطیات السوال تحصل على الاحتمالات التالية : 


3 


2 - 580 , ۳6-۶ , +1 د رهم 


دا | جر 


)١(‏ احتمال حصول الطالب على ۸۳مرة واحدة على الاقل هو عبارة 


عن اتحاد الحادنتین 0 ای آن المطلوب هو P(B uC)‏ ۱ 
باستخدام النظرية (,۲,۵) نجد أن 


P(B uC) = P(B) + P(C) - P(B nC) 


يرا 


+ = 05 


n | حب‎ 


دب | حب 
ا 


(ب) المطلوت حساب احتمال عدم حصو له کو سو أى آن المطلوب 
ایجاد احتمال مكملة الحدث (© د 8). باستخدام النظرية (۲,۵,۳) یکون : 





uC) = 1 - 095 = 5‏ 8)م - 1 = BUC)‏ أم 


الاحتمال 10 


مقال 9.۹۷ , ۲ 

تقدم ثلائة من حافظی كتاب الله الكريم إلى مسابقة حفظ وتلاوة القرآن 
الكريم الدولية. إذا كان احتمال فوز الأول هو ضعف احتمال فوز الثاني واحتمال 
فوز الثانی ضعف احتمال فوز الثالث» فآوجد : 
( أ ) احتمال فوز الأول أو الثانیء 
(ب) احتمال عدم فوز الأول أو الثانی . 


الحل: 
( أ)نفرض أن المتسابقين الثلائة هم ), ۸,8 ؛حيث إن الحادثة ۸ 

تمثل المتسابق الأول» والحادثة 8 تمثل الثانى» والحادثة » تمثل الثالث . 

لتفرضين أن احتمال حدوث € هوم؛ أى أن =p‏ ©0)/)ط. 

من ذلك يكون احتمال فوز المتسابق الثانى ؛ آی احتمال الحادثة 8 هو م2 ؛ أي 

أن 20 = (ط)۶. ۱ 

واحتمال فوز المتسابق الأول؛ أى احتمال حدوث ۸ هو م4؛ أي أن م4 = (۴)۸ . 

سوف نفترض أن الحوادث © , 8 جرا ج فیکون تقاطعهما صفرا 

واتحادهما كامل فراغ العینه؛ ای أن 


۳۲۸ ن‎ 8 UC) = P(A) + P(B) + P(C) 


= م‎ + 2p + 4p = 


P(A) = 4p = > , P(B)=2p= > , PRO - م‎ 


7 
نلاحظ أن المطلوب هو فوز الأول أو الثاني ؛ أي ایجاد احتمال اتحاد الحدنین ۸ 
8 ومن النظرية (5 ,۲,۵) نجد أن : 


1 نظرية الاحتمالات و تطبیفاتها 


P(A u B) = P(A) + P(B) - P(AB) 


(حيث إن 0= (8 ۳/۸ لأن الحادثتین ۸,8 متنافیتان وتقاطعهما هو #). 
الثانی؛ ای آن المطلوب هو احتمال مکملة الحدث (8 دا۸) فیکون : 


9 
7 


- 1 - (8 ن مام - 1 - [ ونم أم 





56 
7 

يعطينا المثال السابق حالة خاصة يمكن استنتاجھا من النظرية السابقة» وهی 
أنه إذا كانت الحادثتان ۸,8 حادثتین متنافيتين (أي © = ۲ھ ) فان احتمال 
اتحادهما يعطى بالعلاقة التالية : 


P(A ں‎ 8( = P(A) + P(B) 
P(A NB) = وذلك لان 0= (©)م‎ 


مالاحظة ۱ , ۵ , ۲ 

یمکن تعمیم النظرية (1 , © ,۲) الخاصه بقانون الجمم الا جال لا کتر من 
حادنتین ؛ فمثلا إذا كانت وھ , و۸ ,,۸ حوادث فى فراغ العينة ۰5 فان احتمال 
ظهو ر واحد من هذه الحوادث الو الاقل يعطى بالعلاقة التالية . 


۸ لاه لاد ۸ لا ۸( 


1 = | 


الا حتمال ¥ 


( ۲/۸ + (ية)8 + ( ,)5 - 


( و۸۸ ,۲)۸ 5 (و۸رہ)۲ 1 وكيم ٢‏ 1 ( ۲۸,۸ 3 


وبصورة عامه پمکن اعطاء الصيغة التالية لای 1 من الحو ادث : 


P(A, |‏ = ) ...یشب P(A‏ 
بحم هط ر2 2-(:2۶)4 = 
[ > ] 1 


[ ۸ہ ٭رم+.۔لل ۸ہ هم يمام E J,‏ 


I f 1 ۱ 


يمكن إثبات هذه الصورة العامة باستخدام الاستقراء الریاضی . 


٦‏ ,۲ آمثلة متنوعة على نظریات الاحتمال 


یحتوی هذا الفصل على ثلاثة آمثلة إضافية تطبيقية ومباشرة على نظریات 
الاحتمال السابقه . 


شاك ا 

إذا كان عدد المرضى المنومين فى مستشفی عام خلال فترة زمنية معينة هو 
0 مريضء» وكان منهم 750 ا ا عن طريق العيادات التخصصية»› 
وبقية المرضی ادخلوا عن طریق سم الطواری» واذا كانت الحادثة ۸ تمثل عدد 
المرضی المنومین من العیادات التخصصية. فما احتمال أن یکون المریض منوما 


۸ نظرية الا حتمالات وتطبيقاتها 


عن طريق قسم الطواری؟ 


الحل: 

من الملاحظ أن المرضی الذين آدخلوا عن طریق قسم الطواری یمشلون 
الحادثة المکملة للحادثة ۰۸ ویکون المطلوب هو احتمال مكملة الحادثة ۸+ أي 
ھ۸ )۳. 


من النظرية (۲,۵,۳) نجد أن (۳۸(<1-۳۵ ۰ وحیث إن 750 = ۸)A۸(‏ 


1 


عدد عناصر الحادثة ۸ » عندئذ یکون احتمال ۸ هو : 


_ H(A) 0 
P(A) = 2)8( 1200 





= 5 


P(A) = 1 - P(A) =1 - 0.625 = 5 


ال 


فى تعجر به رمی زهرنى رد ما احتمال آن یکون مجموع النقاط الظاهرة 


علی التردین 5 او. 11؟ 


الحل : 
من الواضح فی هذه التجربة أن فراغ العينة 5 يحتوي على 36 - 29 - ”2 
نقطة عينة . لنفرض أن الحادثة ۸ تمثل مجموع النقاط الظاهرة» وهو 5 . 
والحادثة 8 تمثل مجموع النقاط الظاهرة وهو 11 فیکون : 
A = ) (5,6) , )6,5((‏ 
| (4,1) , (3,2) , (2,3) , (1,4) اہ 8ا 
ومن ذلك یکون احتمالا الحادئتین ۸,8 هما : 


الاحتمال نج 





4 (08 _ ہے لفثلة ہم 
د ات د رم , سے ۔ لكك (۳)۸ 


المطلوب إيجاد احتمال أن مجموع النقط الظاهرة هو 5 أو 11 وهو الذي 
يمثل اتحاد الحادثتین ۸,8 ؛ أى أن المطلوب هو (8 ن ۳)۸ . 
باستخدام النظرية ,٦(‏ ۲,۵) نجد أن : 
P(A u B) = P(A) + P(B) - P(AN B)‏ 
من الملاحظ أن الحادئتین 8 ,۸ متنافیتان؛ حيث لاتحتويان على نة ط 
مشتركة؛ أي أن @ = ۸۳ . ومن النظرية (۲,۵,۱) فانه يكون 
P(A NB) = P(%) =0‏ 


[دن : 

ا کی نا 

تچ ہت مہ سر یہ وو ۳)۸ 
مقال ی ي 


تقد 5 طالبا للالتحاق باحد آقسام جامعة الملكك سعود فی أحد الفصول 
الدراسية» كان منهم 10 من الطلاب ۱ با للم > و ڈا من الطلاب لاوس علم 
كزللق أن 7 منهم حاصلون على شهادة الثانوية العامة » و 8 من الحاصلين على 
الشهادة الثانوية المطورة. تفاصيل بيانات الطلبة فى الجدول (۲,۱) التالى : 


الشهادة الثانو به B, B‏ 





الحدول رقم (۱ و( 


م۰ ۷ نظر ية الا حتمالات وتطبیقاتھا 


ما احتمال قبول طالب متخصص آدبی أو حاصل على الشهادة الثانوية المطورة؟ 


الحل : 

نلاحظ من الجدول ما يلى 
الحادثة رھ تمثل طلبة التخصص الادبی . 
الحادثة یه تمثل طلبة التخصص العلمی. 
الحادثة ,8 تمثل لطلیة الساصلین على الشهادة القاثرية العانة. 
الحادثة و8 تمثل الطلبة الحاصلین على الشهاد: الثانوية المطورة. 
نلاحظ کذلك أن 





8 > (ي8)ه , 17 > ( ,9/8 , 15 (يش)ه , 10 < زرخ )هم 


من الواضح أن عدد عناصر طلبة التخصص الادبی والحاصلین على الشهادة 
الثانوية المطورة یمثل عدد عناصر تقاطم الحادئتین ر8 , ر۸ ویکون 
5 = | 9 ۳۱ ۸۵۰" 
المطلوب احتمال قبول طالب من التخصص الادبی أو حاصل على شهادة الثانوية 
المطورة والذى يمثل تحديدا احتمال اتحاد الحادثتین 82 , رھ ؛ أي آن: 


P(A, UB») = P(A») +P(B») - P(A, ^B») 


کی ات 
5 35 25 
18 


5 25 5 0.27 


الاحتمال ۷/۱ 


۷ الاحتمال الشرطي 

نحصل فى تجربة رمى زهرة نرد على فراغ العينة ( 1,2,3,4,5,6) > 5. 
افرض أننا نريد احتمال الحادثة ۸ التى تمثل ظهور العدد 6. إذا كان - قبل ظهور 
العدد 6 - لدينا مقولة تقول إن الحدث 8 يمثل ظهور الأعداد الزوجية فى زهرة 
النرد. من الواضح أن هذه المعلومة التى تتمثل فى ظهور الأعداد الزوجية قد تلغی 
ظهور الأعداد الفردية فى زهرة النرد» ولذلك يقل عدد نقط فراغ العينة 5ء وعندها 
يختزل فراغ العينة 5 ليصبح محتويا فقط على 3 نقاط عينة هی 2,4,6؛ أي أن 
فراغ العينة 5 قد انحسر إلى ( 2,4,6) = 8. عندئد يكون احتمال الحادثة ۸ فى 


لها نفس فرصة الظهور . يسمى الاحتمال چ بالاحتمال الشرطي للحادثة ۸ لأنه 
قد وجد بدلالة أو تحت الشرط أن زهرة النرد تعطی آعدادا زوجية عند عملية 
الرمی » ویمکننا كتابة هذا الاحتمال الشرطی علی الصورة التالية : 

2 -(8 ۸) - لظهور الاعداد از جیا فى زهرة التردظهور العدد 6 فى زهرة الترد ام 


يقرا از (۱) بجحل هة أو بدلالة آو تشرط 

یمکتنا - من المثال السابق - استنباط التعریف التالی : 

نفرض أن (5,۴ ,5) فراغ عينة احتمالی معطی» وکانت 3 © 8 حادثة معطاء 
بحیث إن ۳)8(<0 فانه لكل 3 € ۸ یمکن تعریف الا حتمال الشرطی للحادنة 
۸ بمعلومية الحادثة :8 ویرمز له بالرمز (8 ۳۸۱ كما یلی : 

ا کے زار 

ای أن الاحتمال الشرطی للحادثة ۸ هو قسمة الاحتمال المشترك للحادئتین 
۸ 6 الا سا على اتال العاگا رة 





۷ نظرية الاحتمالات و تطبیقاتها 


| , ۲,۷ بعض خواص الاحتمال الشرطی 
فیما یلی نورد آهم خواص الاحتمال الشرطی التی یکثر استخدامها فى 


۲۳ 7۳۲. ۳ 

3- ات كرس قن نا [ = P(A| A)‏ = (۸-ھ۸۱)م 
Taj, A _ ۳۸( _ RE E‏ 
وذلك لان : وه د سك و ہے 


۲- ادا كانت  ۸< ٩‏ فان ۱۳(<1 )۳ 





P(SB) _ P(B) ہے‎ 


رو - (8 ۳۱5۱ 


يان : 


2 ادا كانت © < ۸ فإن : 





P(AB) _ P(A) _ P(B) 


P(B)  P(B) ° رو‎ ۸ 








مد [ذا گان ۵ - ۸8 فان 0-(۳)۸۱5 ۰ وذلك لان 


_ ©)م _ P(AB)‏ _ رہ 


: إذاكانت 6 2 وش .۸ , رهش+ ۸۸ء فان‎ -٦ 


۶)۸, UA, |B) = P(A, |B) + P(A, |B) 


الا ال A‏ 


وذلك لان 
A,B)‏ د ۲۸,8 یفن يهاه ہے ظ 
20 ۳۰ لت - روا يمن ,مام 


P(A,B) (ظيشا)ط‎ 
` PB) PB) 
P(A, |B) + يمام‎ | 8 


۱ 


۷- نلاحظ آن دالة الاحتمال الشرطی (8 ۸ظ معرفة لکل عناصر جر بوریل 
3 علی المجموعة 5 ونلاحظ آن دالة الاسعمال الشر طی تحفق خواص دالة 
الا حتمال وذلك بالرجوع إلى الخاصية (,۲,۳) أي أن الاحتمال الشرطى 
يعرف على أنه دالة احتمال جديدة على جبر بوريل 5 المعرف عليه دالة الاحتمال 
العادیة ( غير الشراظية). فعليه ھا من ذلك 9 جزم آن قاله الاح تقال 


0<(هم : (ھامام 


وو و ملاحظات على الاحتمال الشرطى 

( 1 ) إذا کان 0-(8)8 ۰ فان الاحتمال الشرطی (8 |۶)۸ یصبح غير معرق. 
(ب) عند ديات الا حتمال الشرطی للا بمعلومية العادڈےے 8 نستخدم 
الیل فه ۰ 


۷ نظر یه الا حثمالات وتطبيقاتها 


۸۱ )م 
0ص0 


| 





)۸۱ ۵۱ 


عدد نقاط العينة فی الحدث ۸8 | _ 


" عددنقاط العينة فی احدث 8 
عدد نقاط العينة فی فراغ العينة 5 


عدد نقاط العينة في فراغ العينة ٩‏ 





_ 0۵۶۸ (کاہ‎  n(AB) 


1)8(/ n(S) n(B) 





وذلك بفرص أن الحادثة 5 قابلة للعد. 


(ج) تحقق دالة الاحتمال الشرطی (8 ۳۸۱ نفس فرضیات دالة الاحتمال 





العادية . 
الفرضية (1) + لکل 5 6 ۸ نجد أن 0< سم = |8 | ۳/۸ 


الفرضية (ب) : للحدث المؤكد 5 


FEY‏ (ظ۳)88 ایا 
P(B) 7 PCB)‏ = |8 | وام 





الفر ضیة (سے) : إذا اه ۸ ۱ A‏ متتابعة من الحوادث المتنافية الین 


1 


تم آلو 533 وكان پؤ ع A.‏ ل فان 





الا حتمال ۷۵ 








ی کی a)‏ 


إذن 


IB‏ لا 


1 1 
— 
بے 


2, P(4, |B) 


1 = [1 








( د ) دالة الاحتمال الشرطی (۶)۸|8 تعرف دالة آخری على فراغ 
العينة 8. 

(ه) یمکن حساب الاحتمال الشرطی( 8 ۳)۸ من فراغ العينة المختزل 
8 أو من فراغ لعينة الكلى 5. 


( و ) لقّد عرفنا الاحتمال لحادثة ما على أنه التكرار النسبی لتلك الحادثة. 
والاحتمال الشرطى يحافظ كذلك على مفهوم التكرار النسبي . 


شال ۹ء ۷۔۲ 

|ذا كانت التجرية هی سحب 5 بطاقات من 25 بطاقة من ورق اللس: 
وکانت عملية السحب تتم بطريقة عشوائية وبدون ارجام البطاقة المسحویة وکانت 
الحادثة 8 تمثل البطاقات المسحوبه من نوع (سبیت)» وکانت الحادثة ۸ تمثل 


۷۱ نظرية الاحتمالات و تطبیقاتها 


سحب 4 بطاقات من نوع (سبیت) فى الأقل» فما احتمال حصول الحادثة 8 بشرط 


الحل : 
تمثل الحادثة ۸ جمیع البطاقات المسحوبة من نوع (سبیت) ۰ وتمثل الحادثة8 
سحب 4 بطاقات من نوع (سبیت) على الاقل. 
بلاحظ أن ۸۰-8 والمطلوب هو ایجاد (8 ۳/۸۱ 
إذن من تعریف الاحتمال الشرطی یکون 


۳۳ 


ا 
P(AB) P(A) _‏ 
59 13۱ 
slol‏ 


131 ظ P(B)  P(B)‏ 
ا ا 
شاه و ۷۷۔٣‏ 





= (8 امام 








1 





كان احتمال حصول طالب على تقدير ”۸“ فى امتحان الفیزیاء الأول 9 
واحتمال حصوله على تقدير ”۸“ فى امتحان الفيزياء الأول والثانی ۳ . إذا كان 
هدا | لتقییم الا کادیمی صحصحا) فما احتمال حصوله على تقدیر ۳ فی الامتحان 
الثانی بمعلومية حصوله على تقدیر ”ھ“ فى الامتحان الأول؟ 


الحل : 
لنفرض أن الحادثه 8 هی حصول الطالب على تقدير ”4“ فى الامتحان 
الأول وآن الحادةة € هي حصول الطالب على تقدیر ”7ھ“ فى الا متحان الثانى . 


الاحتمال ۷۷ 


من تعریف الاحتمال الشرطی نجد أن : 
P(CB)‏ 
P(B)‏ 
2 1/3 


کا عق 


P(C | B)= 





تتانل ۲ ۶ ۴,۷ 

سجلت مده صلاحية مصباح كهربائى بالساعات . إذا كان فراغ العينة 5 هو 
(0,00] 8 » وکانت دالة الاحتمال ۶ المعرفة على مجموعة من الحوادث فی 5 
تعطی بالعلاقة : 


: × 
200 ° x 
يثلر‎ 


P(A) = 


آوجد الاحتمالین التالیین : 

(1) أن یستمر المصباح الکهربائی 1,500 ساعة في الا شا 

(ب) أن یستمر المصباح الکهربائی 0 ساعة على الاقل بمعلومية أنه 
قد استمر لمدة 1,500 ساعة. 





الحل : 
تعلم أن فراغ العينة فى هذه التجربة هو (م ,0]  ٩<‏ ودالة الاحتمال ۶ 
المعر فة على مجموعة الحوادث فى (5) 5 معطاة بالعلاقة : 


ا 

۱ ہے لے 
1200 

A 


( أ ) يكون احتمال استمرار المصباح الکهرباتی فی الاقل 1,500 ساعة هو : 


P(A) = 0× 


۷۸ نظرية الاحتمالات و تطبیقاتها 


P(A) = ۶) [1500 , (م»‎ ( 


زان 


- 1.29 





و اس وا 1 
5906 ع - ع dx‏ © سب 





(ب) يلاحظ أن احتمال استمرار المصباح الكهر بائى 3,000 ساعة على 
الاقل بمعلومية أنه استمر 1.500 مساعة هو احتمال شرطى للحادثة 8 
بمعلومية الحادثة ۸ . لان الحادثة 8 تمثل استمرار المصباح الکهربائی 
0 ساعة على الاقل . 
من تعريف الاحتمال الشرطى نحصل على : 














)8 م P(A‏ ظ 
((,3000] )۶ ( زدد,3000] م (,1500] )م 
((مہ,1500] )م ((دم,1500] )م 
1 0 
5 یا OS‏ 
dx‏ € 
200 1 
ا کے ر توا 
1235ء 5 
. و اس |: 
ظ 1200 ۱ 
34 ؟ 1200 
500 1 


لان ٤‏ , ۷۔۴ 
فین شركة للص أفة » 0 من المو ظفین دوي حبرہ فی المحاسبة» ينما 


الاحتمال ۷۹ 


6 من الموظفين إداريون وذوو خبرة فى المحاسبة. إذا كان الموظف ذا خبرة فى 
المحاسبة» فما احتمال أن يكون الموظف إداريًا إذا علم أنه مؤهل؟ 


الحل : 

لتكن الحادثة 4 تمثل أن الموظف مؤهل أن يكون إداریاء والحادثة 8 تمثل أن 
الموظف ذو خبرة فى المحاسبة» عندئذ تکون الحادثة 8ه تمثل أن الموظف 
مؤهل داریا وذو یر فى المحاسبة . 

نلاحظ أن ۱ 


P(AB) = 5 


المطلوت هو ایجاد (3| خإظ 
من تعريف الاحتمال الشرطی نحصل على 


P(AB) _ 0.05 _ 


1 ۹ 
4 0.2 2ب (3 | ۱۸ 








۸ قانون الضرت فى الاحتمالات 
من تعریف الاحتمال الشرطی وخواصه یمکننا استنباط التعریف التالي : 


إذا كانت 8 ,۸ حادتتین فان احتمال تقاطعهما (آو حاصل صربهما) یعطی 
بالعلاقة التالية : 


P(AB) = P(BA) = ۳۵( . (م۸ ا ظاط‎ , P(A) #0 
- P(B).P(AIB) , P(B) ¥0 


هذه العلاقة هي قانو ن الضرب (سها 0116211۷6 تا [ن0۷) ويمكن تعميمها لأى مجموعة 


۸۰ نظرية الاحتمالات و تطبیقاتها 


منتهية من الحوادث 4 ,... , د4 , ,4 » وتسمی بالقانون العام للضرب 




















1 | 1-1 
)أم‎ ) 4. -P(4,).P(4, | 4,).۶)4 14 ( E: ۸ | ۳۱۸ 
1  [ ۱ ۱ ] 
۲ ۰۸,۱ يكال‎ 


يحتوي صندوق على 10 كرات : منها 5 آحمر » و 3 آسود »و 2 آبیض. 
ا ولو سوداء والثانية حمر اء والثالثة بيضاء والرايعة سو داء . 


الحل : 


اعادة ولنفر ضص آن 7 


المحدث 8 يمثل الكرة سو داء » ویکو ن - رهم ب 


الحدث R‏ یمثل الكرة حمر اء ویکون > = P(R)‏ 1 


الحدث ۷ يمثل الكرة سضاء ‏ ویکون ك = (۳۷. 
المطلو ب می هذه الحالة إيجاد الاحتمال (2)81118 , 


P(BRWB) = P(B) . P(R | رز‎ . P(W | BR) . ۳) | BRW) 


8 8- 


وجد فى دراسة طبية عن مجتمع ما أن احتمال أن یکون شخص ما فى ذلك 


مال ۷.۷۲ ۲ 


الاحتمال ۸۱ 


المجتمع مصابا بمرض القلب هو ۰0.35 واحتمال أن يكون الشخص المصاب 
بمرض القلب من المدخنين هو 0.86. أوجد احتمال أن ذلك الشخص مدخن 


الحل : 
نفرض أن الحادثة 11 تمثل أن الشخص مصاب بمرض القلب؛ فيكون 
5 = ()۲ ۰ وكذلك نفرض أن الحادثة 5 مثل الشخص المدخن . وحيث إن 
6 - ۲۱ | واط. 


(5 ۸ 211 ۰ يعطى باستخدام قانون الضرب کالتالی : 


P(H زوم‎ = P(H) . ۲۶ | H) 


= )0.35( )0.86( = 3 


۹ علاقة الاحتمال الکلی 
لاي فراغ احتمالی معطی (5,2 , 5) ادا كانت TB,‏ مج نأا وظ نا 85 ع 8 
5 عه من الحوادث المتنافیه المنتمية إلى العائلة 9 بحیث ان 


|| 
5 ۵ ۱ 
00 
|| 
كر 


۸۲ نظرية الاحتمالات وتطبيقاتها 
فان لکل 8 ۸ العلاقة التالية صحيحة» وتسمی بعلاقة الاحتمال الکلی: 
P(B2) + ... + ۸۱ B,) P(B,)‏ (مظ ۳/۸۱ + P(A) = P(A| B,) P(B,)‏ 
أو 

۳)۸( - > <)۸۱ | P(B;) 


۱ = | 


لبرهان هذه العلاقة» نلاحظ أن 8 5 ومنه نجل أن 


P(A) = P(AB) 


P(A(B, UB» U ... UB, || 


UAB; U ... UAB, |‏ ,قم )م 


1 


۱ 





۳ 
هلآ - 
| =1 


3 8١ P(AB;) 


=| 


(A) = Sp(alB,).P(B,)‏ م 


تقال .۹۔٣‏ 
وجد فى مسح طبى ما أن نسبة 1% من سکان بلدة فى أواسط أفريقيا يحملون 


الاحتمال ۸۳ 


فيروس الایدز (۸1۳5). أجري اختبار للدم بدقة 8596 فى حالة وجود المرض أو 
عدم وجو ده ؛ أي ادا کان الشخص حاملا للمرض فان احتمال اختبار الدم مو ہب 
بنسبه 85% » وإذا کان الشخص غير حامل للمرض فان احتمال الاختبار سالب آیضا 
تسه 8390 . 

اذا اختیر شخص من تلك البلدة بطريقة عشوائية» فما احتمال أن یکون اختبار 
الدم موجبا؟ ۱ 


الحل 
E ۲‏ حاة*ة أن اختبار الدم موجبء و لا حادبه آن اختبار الدم سالب 


نحص من معطیات السوال على : 
5 - (© ۳/۱ , 0.85 - ( |8 ام , 0.01 = P(C)‏ 


والمطلوب هو إيجاد الاحتمال الکلی : احتمال أن اختبار الدم موجب؛ أي (5)58 


P(E) = ۳8۱۰۴60 + اعام‎ 6۱ ۰۳6 


|| 


.P(C)‏ )€ | )۳ ۔ 1 +۳0 (0 ا عام 


)0.55()0.01( + )1-0.65()1-0.01( = 7 


مال :۴.۱ 

يلا حظ الطبيب فى عملية التشخيص الطبی أن المريض يظهر عليه واحد أو 
ايو عد الأ اض اتی لبق لک ,و8 ,۸-6 »> وقد يواجه الطبيب 
صعوبه فى تحدید آي من الأمراض التالية | , ... , و , ,(1! كانت سببا فى 


۸ نظرية الا حتمالات و تطبقاتها 


ظهور تلك الاعراض المرضية ۸. اذا كان باستطاعة الطبیب معرفة احتمال ظهور 
الاعر اض المرضية ۸ على المریض في حالة (صابته المرض ۰19 وإذا كان احتمال 
أن الشخص المصاب بالمرض ظ هو 1,2,..,16<ز ,۳ )۳ 
وکان لدینا المعلو مات التالية : 

اعز , 0,40 


j=2 1‏ , 0.25 | = [.2)م 





3-ز , 0.35 


فما احتمال أن تظهر على المريض الأعراض المرضية ۸؟ 


الحل : 


الأعراض المرضية 4 بدلالة إصابته بالمرض .2 ؛ أي [.4172)م فيكون 
المطلوب هو احتمال ظهور الأعراض المرضية ۸ . أي الاحتمال الکلی للحادثة ۸ 


او 


P(D«)‏ . ( ۳/۸۱ + ... + زوط)2 . زيط ۳۸1 + D,).P(D,)‏ امام 


P(A) 


3 RAID. ۰ ۳/۵ ( 


1 -ز 


Ao الاحتمال‎ 


,)۰۳ (,ظ امام + ريه" . (رط اه زرصم. (ره انام = P(A)‏ 
۱۰۴/۵۱ ۳)۸۱۵ 2 - 


(0.4)(0.8) + )0.25()0.6( + )0.35()0.9( = 5 


یتال پار 

فى الشکل رقم (۰)۲,۱ ینطلق مسافر في مدينة © مختارا واحدا من 
الطرق الاربعة ,08 , و08 , و08 , ,08 بطريقة عشوائیة. فى مفرق کل 
طریق یتخذ طریقا باسلوب عشواتي ایضا. آوجد احتمال اك یصل المسافر من 
المدينة © إلى المدينة المقصودة ۸ 





2 
26 


الشکل رقم (۲,۱). 


۸ نظرية الاحتمالات و تطبیقاتها 


سا 


, 08, و 08, ر 08, , 08 ۰ ویکون احتمال اختیار اي طريق هو > —؛ آي أن 


1 
۰ P(B«) = 2 1 Kl: 3-0 


عند وصول المسافر إلى النقطة ,8 (مثلا) سوف يتجه إلى المدينة ۸ باتباع طريق 
واحد من ثلاث طرق؛ أي أن الاحتمال الشرطى للوصول إلى المدينة ۸ مبتدئا من 


1 1 
5 و 2 ويرمز له بالرمز ,7= (ر8 ۳)۸۱ . 


بالمثل یمکننا الحصول على الاحتمالات الشرطية التالية (من الشکل) : 
3 
3 
المطلوب هو مقدار احتمال وصول المسافر إلى المدينة شا u‏ أو أن المطلوت هو 
الاحتمال الکلی لوصول المسافر إلى المدينة ۸ ؛ آی أن : 


= (,۳/۸۱8 , 1-(8 امام . ل - ,9 P(A‏ 


(رظ)۲(, ظاه) طبر ,۶)8( )P(B, J+P(AIB,‏ رهام )یر هم[ هامام = P(A)‏ 


4 
.۵ )هم - 

07 ۳ ۱ ۳ 
ا 


۱ ملاحظات على الاحتمال الکلی 

( 61 تقل ساھد الان الكل میدن سالتی۔ 

(ب) لأي فراع احتمالی ال و ا بحیث 5 8 و 2)8(>1 >0 فان 
لكل 5 2م نجد : 


الا حتمال ۸۷ 


P(A) = P(A | B) P(B) + امام‎ 5 P(B) 
. وتسمى هذه دنتيجةه أو حالة خاصة من علاقة الاحتمال الکلی‎ 


۰ علاقة بيير 
لنغرض آن | لح ادث 7 یم Brg‏ متنافية؛ أي آنه لاي 17 فان : 


© = ;8 ^ رظ وأن ,8ل ] = 5؛ أي أنها شاملة. 


[ =1 
نلاحظ أن العلاقة التالیة صحيحة لكل ۸,.... ,1,2,3 >ز 
(۳)۸ ۰ (۱۸ ۱۳/۵ ۱۰۳/8 ۳/۸۱5۱( ظ۸)< 
| ۰۵| ۸۱5)< 
P(A)‏ 


۳8 | ۸ | - 





لشکل رقم (۲,۲). 


۸۸ نظرية الاحتمالات وتطبيقاتها 


وبالتعویض عن (۳)۸ من علاقة الاحتمال الكلى نحصل على علاقة بیز 
formula)‏ '5ع:823) التالية : 
( ۰۳/8( ۴)۸۱ ۱ ۱ ۱ 
" ہہ سس ] ۱ = ۱۸۱ .8ا 
(,ظ/8,۱۰۳ظاه)ط + .۰ + :۳۸۱8۰۱۰/8 +۱۰۳۵ ,۱5ه)< ۱ 
( ۳/8 [ 8 ۳۱۸۱ ( ۲)۸ 
P(A) n‏ 





P(B, 14) = 
2)۸ 8 ۳/5 ( 


7 از 


۱ ,۲ ملاحظات على علاقة بييز : 
(ب) فی آي فراغ احتمالی (2, 5 , 5) حيث 5 ء ۸,8 و 0< (2)8 ,0 < (۴)۸ 


یکون : 


۳) ۸۱5۱ ۰ P(B) 


سح تح ب ے [هم | هام 
B) P(B)‏ امام + B) P(B)‏ امام 

فان :۲۸۱۸ 
إذا فرض آن شركة آرامکو السعودية تقوم بعمليات التنقيب عن البترول فى 
موقع ما من المنطقة الجنوبية الغربية» وكانت فرصة الحصول على بترول تمشل 
5 وکانت ۸ تمثل حالات الصخر؛ أي اه إذا وجد بترول فى ذلك الموقع 
فان احتمال وجود الصخر هو 0.8 وإذا لم یوجد بترول في ذلك الموقع فان 
احتمال وجود الصخر هو ۰0.5 فما احتمال الحصول على بترول بمعلومة ‏ ؟ 


الا حتمال 


الحل : 


نفرض أن الحادثة © تمثل وجود بترول ویکون : 
P(O) = 0.05 , P(O) - 1 - P(O) = 5‏ 


ولان 5- )0© اجام , 0.8 - ١0|‏ عام 


فباستخدام علاقة بییز نجد أن : 


P(OR) _ P(O) . ۲۶ lo) 


۶۵ ° po). P(RIO) (6)م+‎ ۰۴۸۱ 6( 





بسن _ 0.04 (0.5()0.8) _ - 
7 0.515 (0.95(00.05) + )0.50.8( ۲ 


plolR) = 


۸۹ 


الموقع قبل القیام بأية عملية تنقیب عن البترول. 


اه عكر ۲ 


عند الاجابة عن سوال ذی خیارات متعددة قد یعرف الطالب الا جابة أو قد 
یخمنها. بفرض أن ۶ تمثل احتمال أن یعرف الطالب الم جابت» وکانت (1-۳) هی 
احتمال أن یخمن الطالب الاجابة. نفرض كذلك أنه فی حالة تخمین الطالب 


الأساية» فان احتمال صحتها هو 2 حت 6 عبد القارات. فلك کا هه 


هذه المعلومة حساب احتمال أن يعرف الطالب إجابة السوال إذا علمت أن الطالب 


حصل على الإجابة الصحيحة؟ 


٩ ٠‏ نظرية الاحتمالات و تطبیقاتها 


الحل : 
نفرض أن الحادثة © تمثل أن يجيب الطالب اجابة صحيحة والحادثة 16 أن 
يعرف الطالب الا جابة الفعلية للسو ال » ویکون المطلوت ایجاد الاحتمال التالسی 


[©1 )5 . باستخدام علاق بييز نحصل على : 


P(KC) _ p(clK).P(K) 


P(C) ۱ 


ا س - lc)‏ رام 
p(cl Kk). P(K) + ۴/6۱۱۰ ۳)(‏ 8 





7 
(م - 1) ام 


حت 2 تس بت 
(m-1)p‏ + 1 


1 


وكحالة خاصة إذا كانت 2 = م , 5 =" فان احتمال أن يعرف الطالب الإجابة 


E ۱ 50‏ 5 ہا ا ۓ 
الفعلية للسؤال بمعلومية أنه قد يجيب إجابة صحيحة هو 7 ؛ أي أن: 


۳) 16 | [۳ 


ما 6۵۱ 


ا ۱۶ء۴۰ 

یوجد في عيادة نفسیه إخصائيون اجتماعیون مشغولون باعمالهم لوحظ أن 
6 من المرضی المتصلین بالعيادة تلیفونیا قادرون على الفور على التحدث إلى 
الم حصائي الاجتماعي؛ ویطلب من 4006 من المتصلین بالعيادة تلیفونیا أن يتركوا 
آرقام هواتفهم حتی یمکن الاتصال بهم فیما بعد. علم أن الاخصائي الاجتماعی 
قادر على رد المكالمة فی نفس الیوم فیما یقارب 7596 من الاتصالات» وقادر 


الاحتمال 85 


على رد المکالمة في البوم التالی فیما يقارب 25% من الاتصالات.|ذا اتصل 
مریض بالعيادة وتحدث على الفور إلى الم خحصائی الاجتماعی فان احتمال زيارته 
لليات والاستشارة هو 08 واذا کان الاحصائی قادرا علی رد المکالمة فی نفس 
اليوم ؛ فان احتمال زيارة المریضی للعيادة والاستشارة هو 0.6 وإذا كان الإخصائي 
قادرا على رد المكالمة فى اليوم التالى. فإن احتمال زيارة المريض للعيادة والاستشارة 
خر قرف عا لل زیارة الم شی الا اا ملسا آل اوي السا 
للاستشارة» ما احتمال المرضی المتحدئین على الفور إلى الإخصائى؟ 


الحل : 

لتکن الحادثة ۷ تمثل زيارة المریض للعيادة والاستشارة. 
والحادثة 1 تمثل التحدث على الفور إلى الا خصائی . 
والحادثة 5 تمثل المکالمة تی نمس الیوم . 

والحادثة ۴ تمثل رد المكالمة فی اليوم التالى . 

عندئذ باستخدام علاقة الاحتمال الكلى : 


لل كم الو عق 
م -| لرضی سن پر اران م 


العبادة للااستشار ة 





۔م)۷۱٢(۔ |۷)م + ریق (۶٭۷۱)م + رن۶‎ ۳( . P(E) 


ولان 
6 - (5 ۳۷۱ , ۳-06 , 0.8 - (۳)۷۱1 
فبكون 
(0.4)0.25) = رصم , 0.4= P(S) = (0.4)(0.75) , P(VIF)‏ 
P(V) = (0.8)(0.6) + (0.6)(0.4)(0.75) + (0.4)(0.4)(0.25) = 0‏ 


۹۲ نظر ية الا حتمالات وتطبيقاتها 


وبتطبیق علاقة بييز نجد أن : 








(۳۵ ۰ (۱ ۱ ۷]< = (۱۱۷)م _ | الرضی الزائرون | الرضی المتحدثوٹ إى 
P(V)‏ ۱ للعيادة للاستشارة ظ على الفور للاخصائي 





وھ 00 
0.7( 


مال ۶ ,۲,۱۶ 

یطبع (ینسخ) ثلاثة آشخاص کتاب نظرية الاحتمالات وتطبیقاتها. یطبم 
الشخص ۸ مقدار 40% من الکتاب؛ ویطبع الشخص 8 نسبة 30% منه» ويطيع 
الشخص ) تسبة ال 3096 الباقیة. إذا كان احتمال أن یخطئ الشخص ۸ فى 
الطباعة هو 0.02 واحتمال الخطاً عند 8 هو 0.03 واحتمال الخطأ عند © 00 
إذا تمت مراجعة الكتاب ووجد أن صفحة فيها خطأ ماء فما احتمال أن يكون الذى 


طبعها الشخص 8 ؟ 


الحل : 
تمثل الحادثة 8 وجود خطأ طباعى فى صفحة» ويكون المطلوب إیجاد 
.P(BIE)‏ 


بتطبیق علاقة ببیز : 


P(E | B) P(B) 


038] aga Sa 
قرام‎ | A) P(A) + جاح‎ | B) P(B) + P(E | C) P(C) 


1م ۔ 2 - (0.3()0.03) 


۳ (0.40.02) + )0.3()0.03( + (0.30.4) ۰ 9 


الاحتسال ۳ 


٣۱+ 0 قتا‎ 

قام موظف التعداد بحصر نسب العائلات الذین یقیمون فى بيت ملك. آو 
مستاج أو بيت مشترك مع غیرهم . كما قام بحصر من يملك منهم سيارة واحدة 
او اک وحصل نتيجة لعملية التعداد على المعلومات الموضحة فی الجدول رقم 
(,۲). ا اختیرت عائلة تملك آکثر من سیارة واحدة» فما احتمال أن تقیم 
العائلة فى تبث ملك لها؟ 





الجدول رقم (۲ ,۲). 


الحل: 

لنفرض أن الحادثة 0 تمثل أن العائلة تقیم فى بيت ملك لها وآن الحادثة ۲ 
تمثل أن العائلة تقيم فى بيت مستأجرء وآن الحادثة 5 تمثل أن العائلة تقيم فی 
بيت مشترك ولنفرض أن الحادثة ١,‏ تمثل أن لدى العائلة سيارة واحدة» وأن 
الحادثة ر٣‏ تمثل أن لدى العائلة أكثر من سيارة» يكون احتمال أن العائلة تقيم 
فی بيت ملك إذا علمنا ملكيتها لأكثر من سيارة هو : 


2)062( P(OC») 


5 ايحا 8 سح 
سس و ی و اس ی ا ل ry‏ تحص رم و ماد س ت م س ت س سس زر 


(و2)56 + و۳۳6 + زیت ن0 اط P(C,)‏ 


أي أ مام 


0.2 


2 
3 کل( 022002 ` 


4 نظر بة الاحتمالات وتطبیقاتها 


۱ نظريات على الاحتمال الشرطى 
ندرس فى هذا الند بعض خصائص الا حتمال الشرطی »ع ونورد فى هذا 
الخصوص سبع نظریات وبعض الامثلة التوضيحية . 


نظرية ۱ ,۲,۱۱ 


لدینا قراغ احتمالي (۴ ٩,‏ , 8) حیث 5 6 ۸ ۰ عندئذ: 
۸۱8۱-۱-۸ )۳ 


البر هان: 





(۸ض۶ - رهام (88)< روا 
PAB) - P(B) PB)‏ 
اوج ہے 5659 ےر 


مثال ۱۱,۱ ۲ 

یوجد في مصلحه حکومية 6096 من الموظفین الذین تزید آعمارهم على 30 
سنه وحاصلین على مژهلات جامعيت وآن 80% من هؤلاء يزيد دخلهم الشهري 
على 15,000 ريال سعودی. إذا اختير موظف بطريقة عشوائية» فما احتمال أن 
یتقاضی دخلا يساوي 15,000 ريال سعودي أو آقل إذا علم أنه حاصل على مؤهل 
جامعى وعمره يزيد على 30 سنة؟ 


الحل : 

نفرض أن الحادثة ۸ تمثل اختيار موظف يتقاضى دخلا يزيد على 15,000 
ريال سعودی » والحادئهة 8 تمئل اختبار مو ظظف حاصل على مؤهل جامعی 
و عجره يزيد على 30 س4 . 


الاحتمال ۹۵ 


المطلوب کا ایجاد الاختمال (8 ۳۱۸۱ ء وحیث ان 


P(B) 06۳/۸۱ B) = 0.8 
: فان‎ 


حر 
نا 
۱ 


(ظ ۳۸۱ 1 


2 ك 0.6 - 1 


نظرية ۲ ,۲,۱۱ 
یعطی احتمال تقاطع حادئتین 5 ع 8 ,۸ بالعلاقه 
8(<0)م , P(AB) = ۳/۸۱ B) . P(B)‏ 


P(BA) = P(B| A). P(A) , أو بالعلاقة: 0< مم‎ 


البرهان : 
من تعريف الاحتمال الشرطی نجد آن 
P(AB)‏ _ 


سب = B)‏ امام 





ومن ذلك نحصل على 

P(AB) = ۳/۸۱ 8( . P(B) 
وال عرقع كل عن 3 ب تسمل على‎ 

P(BA) = قاط‎ | A) . P(A) 


فثال ۷۱۱ ؟ 


57 فى المثال ۵ , ۰۲,۱۰ معرفة نسبة الموظفين الحاصلين على موّهلات 
جامعية ويتقاضون دخلا يزيد على 15,000 ريال سعودی. 


٦‏ ۵ نظربه الا حتمالات وتطبيقاتها 


الحل: 
المطلوب هنا ایجاد الاحتمال (۳)۸8 ۰ وباستخدام النظرية (۲,۱۱,۲) 
B)} . P(B)‏ امام = P(AB)‏ 
8 = (0.8()0.6) - 


أي أن هناك نسبة 4896 من الموظفين حاصلون على مؤهلات جامعية ويتقاضون 
دخلا يزيد على 15,000 ريال سعودی. 











نظرية ۲۱۱۱۳ 
ادا كان 0 < (۳)۸۵۸ فان : 
(1) 5 ء 8 , 0< ها هام 
وے [ = PSA)‏ 
نے ۳ ۸ 3 9 ۸ ۱ م2 م 
ادر ادرا 
البرهان 
P(BA)‏ 
کڈ - (۸ | قرام 


و حت ا 


P(A) > 0 , P(AB) 0 


الا حتمال ۹۷ 
ادن : 
0< (8۱۸)م 
وهذا ببرهن الفقرة ( )» ولبرهان الفقرة (ب) نکتب 


_ P(SA) P(A) 
ہت میں ا‎ 1 


ویر هان الفقر ة (ح) ہیں بن د 
































5 ألم ہا ۸۸۱ 
الط وا 
۸ رم - س 5 بشا" 
وهذا یعتی آن 
P(A, ۱۸‏ 3 - | | | ۸ ۳ 
* ہز ا j=1‏ 





نظرية £ ,۲,۱۱ 


إذا کانت 35 2 يك , .۸ فان: 


P(A, |B) - P(A, A, |B) + P(A, A, |B) 


نظرية ۵ ,۲,۱۱ 


لی حادنتین 3 6 ۸ , ہے فان: 


ات 


P(A, UA, |B) = P(A, |B) + يهره اه - (8 ا يهام‎ |B) 


۹۸ نظریه الا حتمالات وتطبیقاتها 


٢۱۹:۹ نظرية‎ 


Age SS‏ عفانت CA,‏ از فان 


(8 ايفام > P(A, ÎB)‏ 
نظرية ۲۱۱۱۷ 
لأى فراغ احتمالی (۲, 83 فعطی, إذا كانت 3 6 عق .هم قان 
|B)‏ يمام > P(A, IB)‏ 
يمكن استخدام بعض خواص دالة الاحتمال لاثبات النظريات السابقة» وقد تر كنا 
الاثیات تمارین إضافية للقاریء . 


۲ , ۲ الحوادث المستقلة 
تعریف ۲,۱۲,۱: يقال للحادئتین 5 > ۸,8 في الفراغ الاحتمالي 
(, 5 , 5) آنهما مستقلتان إذا تحققت العلاقة التالية : 
p(A 8( = P(AB) = P(A) . P(B)‏ 
ومن تعريف الاحتمال الشرطى» نلاحظ أن هذه العلاقة تكافئ العلاقتين التاليتين : 
B) = P(A)‏ امام 
A) = P(B)‏ | هام 
أى إذا كان احتمال إحدى الحادنتین لایتأثر بالحادثة الآخریء فان الحادثتين 


شالع ۲۰۱۰۱ 

فی تجربة رمى زهرة النرد» كان الحدث © يمثل ظهور عدد فردى» وكان 
الحدث 8 يمثل ظهور عدد زوجی؛ والحدث ۴ يمثل ظهور العدد ! أو 2. 
ادرس استقلال کل من الحادثتين 8 , 0 وكذلك الحادنتین 7 , © . 


الا حتسال ۹۹ 


الحل: 


لإثبات فیما اذا كانت الحادئتان ۴ , 0 مستقلتین لابد أن تتحقق العلاقة : 
P(O)‏ = ۳/۵۱5۱ = [ظهور عدد زوجي أ ظهور عدد فردي )6 
نلاحظ أن : 0= pP(OolE)‏ وكذلك < = 2 = (۳)0 


من الواضح آن 

(۳)0 ۶« (8 | مام 
ومن ذلك نستنتح أن الحاوقين 0.8 غیرممتقلقق: 
وبالمٹلء لإثبات فيما إذا كانت الحادئتان 0,۲ مستقلتین : 


2 (۴ | 2)0- (ظهور العدد 1 أو 2 | ظهور عدد فردي)5 


p(ol زع‎ = P(O) 
. ومن ذلك نقول إن الحادنتین 0,۳ مستشلتان‎ 


شكال ۲ ۲۱۰ ۲ 

یوجد فى سوق مركزي ثلاثة آنواع من عصير البرتقال هی : ۷,2 , 26 . 
وضعت العصایئر مرتبه حسب أفضلية مذاقها وعرفت بناء على ذلك الحوادث التالية : 
الحادثة ۸ تمثل أن النوع × مفضل فى المذاق على ۰۷ والحادثة 8 تمثل أن 
النوع × هو الأفضل مذاقاء والحادثة ٤‏ تمثل أن النوع ۶ یأتی فى الدرجة 
الثانية» والحادثة 7 تمثل أن النوع × يأنى فى الدرجه الثالثة . إذا فرض أنه ليس 
لدینا القدرة على تحديد أفضلية النوع من مذاقه. ورتبت هذه الانواع بطريقة 
عشوائية» فهل الحادثة ۸ مستقلة عن كل من الحوادث 0,۲ , 8 ؟ 


الحل : 
عدد الترتیبات الممکنة هو (!3) آي أن عدد نقاط العينة فى هذه التجربة هو : 
RIY‏ , :۱ 7 8 
BACT. BELI‏ , تاد جک 
(حیث إن 2*۷2 ترمز إلى أن × هی الافضل وتأتی ۷ فى المرتبة الثانية» ثم 7 
فى المرتبة الثالثة) 


لكل نقطة عينة تا لها نفس الاحتمال؛ آي أن 6 ,.., 1 =1 , < = ) P(E;‏ 


1 
6 
LE, , E» ,E; |‏ - 3 ستشلدعلی ¥ | = يقر 
| ول TE,‏ ٹ 4 هى الأفضل أ - E‏ 
| و5 , ,۴ ) < | × في الدرجة الثانية | = © 
| وت ,ب5ا = 8 في الدر جة الثالثة | = ] 


من ذلك نجد أن : 


P(A) , P(B) 


سر | ۵ 


2 
: 


P(C) , P(D) 


| 


اہ دی 


سم | در 
دای ہبہ اہ 


1 
5 


AR سط‎ [E Ej} , ۸ یقح‎ , ۸۲-۱۱2 


P(AN 8( سے‎ + ۱ P(ANC) = , (۸A باحتمالات :0= (2ه‎ 


الا حتمال ٠*١‏ 


باستخدام تعریف الاستقلال لحادثتين نجد أن : 


ومن ذلك نستنتح أن الحادئتین ۸,8 غير مستقلتین. 


۱ 

5 

4 سس ۲۳ 

حل 

ك 

۱ 

نم | درا 


P(B) =‏ ےرک مد اس بت | وز امام 


۳ 





آی أن الحادئتین » و ۸۹ مستقلتان. 


P(AD) 


ی = ( ۱ ۳)۸ 





۱0 





0 
ف ین 
3 


اي أن 10,ھ غير مستقلتین . 
الآن یمکننا القول أن الحادثة ۸ مستقلة عن الحادثة © لكنها ليست مستقلة عن 


كل مق تل 8: 


سس رف ,۴,۷ 
يقال إن الحادئتین ظ ,۸ غیرمستقلتین إذا كان : 
P(A) . (P(B)‏ # (ھ امام = ز8 ۸) 
وهذا التعریف یکافی : 
(2)۸ء٭ زع ۱ ۸ )۳ 


P(B | A) (8)م ع‎ 


۱۰ نظرية الاحتمالات وتطبيقاتها 


أى أن وجود حدث يؤثر فى احتمال حدوث الحدث الاخر. 


نكال ۳ب ۴:۱۲ 

إذا كانت الحادثة ۸ تمثل عائلة لدیها أطفال بنین وبنات» والحادثة 8 تمثل أن 
تلك العائلة لدیها على الاغلب ابن واحد. وإذا كان من المعلوم أن لدی العائلة 4 
آطفال . ناقش استقلال الحادئتین ۸,8 . 


الحل : 
سوف نرمز للابن بالرمز ”تا“ وللابنة بالرمز ”2*8 وعليه نلاحظ أن فراغ 

العينة 5 فى هذه الحالة يحتوى على 16 -25 نقطة عینةء وكل نقطة عينة لها 
کر کو 1 
نفس فرصة الحدو ث وهي و 
لاحظ آنه يمكن كتابة فراغ العينة 5 بطريقة الحصر التالية : 

5 = {bbbb,bbbg,bbgb,bgbb,gbbb,bbgg,bgbg,gbbg, 

gbgb,bggb,ggbb,bggg,gbgg,ggbg,gggb,ggeg ( 
ویکون‎ 

A = {bbbg,bbgb,bgbb,gbbb,bbgg,bgbg,gbbg, 


gbgb,bggb,ggbb,bggg,gbgg,ggbs,gggb} 


B = ({bggg , gbgg , ggbg , gggb , gggg) 
ANB = {bggg , gbgg , ggbg , gggb} 


واحتمالات هله الحو ادث ون ١‏ 
n(B) 5‏ 


9 8 ۰ 7 کے 
E, n(S) 16‏ 8 16 (2)8 








P(A) = 


الا حتمال ۰۳ ٩‏ 


1 4 8 ۸۵ 
چس ہے عم کے P(ANB)‏ 
نلاحظ أن 
9 ا سے لے 1[ 
Te‏ ۰ ج = P(ANB)= 2 # (P(A) . P(B)‏ 


إذن الحادئتان , 4 ليستا مستقلتین؛ أي آنهما معتمدتان على بعضهما 


تعریف ۱۲,۳ ,۲ 
نقول إن الحوادث 3 > 8,٤‏ ,4 فى الفراغ الاحتمالی (۳ ,5 , 5) مستقلة |ذا 
تحققت المتساویات الاربع التالية : 


P(AB) = P(A) . P(B) 
AC) = P(A). بس‎ 
BC) = P(B) . ۳ 


6ل OBC Pt P(B‏ 
یمکن ملاحظة أنه لکی تكون الحوادث ٤‏ , 8 ,۸ حوادث مستقلة» لایکفی أن 
قوج قل سلاف میا سطافبی رامات آھری تلق قفا معساوب ات 
الاولی لايؤدي بالضرورة إلى تحقق المتساوية لرابعة وهذا یتضح من المثال التالی : 





فثال ۱۲:۶ ؟ 

لدينا فراغ عينة (1,2,3,4) 5 والحوادث (1,2) =4 و(3,2) -8 و (4,2) = ° 
هى حوادث معرفة على فراغ العينة 5. 
نلاحظ أن 


P(A) = P(B) = P(C) = 


۱۰ نظرية الا حتمالات وتطبيقاتها 


P(AC) = 5 ]۶)۸ : P= جرد‎ 5 ۳ 
P(BC) = ٣ 6ظ . (8)م)‎ - 2 5 5 
P(AB) = P(AC) = P(BC) ای أن‎ 
ج اا آت‎ 
P(ANBNC) ۔‎ ۳ |P(4).P(B).P(C) ۳ ۳ ۳ 5 9 


یو کد المثال السابق أن تحقق المتساویات الثلاث الا ولي من التعریف (۳, ۱۲ ,۲) 
ليس کافیا لتحقق المتساوية الرابعة. 

كما یمکننا من التعریف (۳, ۱۲ ,۲) ملاحظة أنه إذا كانت الحوادث © , 8 , ۸ 
مستقلةء فان الحادثة ۸ مستقلة عن أي حادنة أخرى مکونه من الحادئتین )© , ظ ؛ 
فمثلا الحادثة ۸ مستقلة عن الحادثة ٣‏ ں 8 حيث إن : 


(عم ب ۶)۸ = ززع ب ظ) مام 


P(AB) + P(AC) - P(ABC) 


- P(A).P(B) + P(A).P(C) - P(A).P(BC) 


|| 


P(A).[P(B) + P(C) - P(BC)] 


P(A) .P(B uC) 


|| 


تعریف 4 ,۲,۱۲ 
یمکن تعمیم مفهوم الحوادث المستقلة کالتالی : نقول إن الحوادث 


الا حتمال ۵ + ۱ 


,۸ , ... , ۸۵ , ,۸۵ مستقلة إذاء وإذا فقط» كان احتمال القاطم لاي 
1 , ... ,2,3 من الحوادث مساویا حاصل ضرب احتمالاتها المقابلة. 
وبعبارة أخرى : 

فى الفراغ الاحتمالی (5, 5 , 5) يقال إن الحوادث ,۸ , ... , ر4 , ,۸ المنتمية 
الی 5 مستقلة فان : 


کے 
حا 
۳2 
|| 
E:‏ 
5 
a‏ 
۳ 
+1 


تع 
ج 
وس 
حل 
1 
| 
سے 
ص 
ا 
۳ 
گر 
د 
8 
1 
ع فيا 
مه 
1 
2 
ا 
بے 


"9 
و _ 
7 

۱ 
دل 
0 
7 


فال هار ۴۲۸۷۲ 

لجریت تجربة تتمثل في تکوین متتابعة غير منتهية من المحاولات المستقلت 
وکان احتمال نجاح کل محاولة هو م » واحتمال عدم نجاحها هو (-1) فأوجد 
الاحتمالات التالبة : 

1( نجاح محاولة واحدة فی الاقل من ٣‏ آول محاولة. 

(ب) نجاح ۲ محاولة بالضبط من 8 آول محاولة. 

(ح) نجاح کل المحاولات . 


الحل : 

( أ ) لایجاد احتمال نجاح محاولة واحدة علی الاقل فی م أول محاولة. 
فانه من السهل التعامل مع مكملة هذه الحادثة التي تتمثل فى 8 أول محاولة. 
نفرض أن الحدث ,8 يمثل عدم النجاح فی 1 محاولة . 


۱۹ نظرية الاحتمالات وتطبيقاتها 
"(م - 1( = ( E, ) = P(E, )-P(E») ۰. P(E,‏ ... وظر5]٣‏ 


ویکون الاحتمال المطلوب فی الفقرة ( أ ) هو "(م-1)-1 . 

(ب) یکون لدینا اا مس 0 من النواتح تحتوي على 1 من حالات 
النجاح» و 2-1 من حالات عدم النجاح. 
ولکل محابعة الاحتمال ۶۴( -۴.)1. 


ولو جود ۱ | تاب فان لاحتمال المطلوب هو 7۴م ۶)1 | ۱ 


۴ 


(ج): نلاحظ فی الفقرة ( آ ) أن احتمال نجاح كل المحاولات فی آول 



































: محاولة هو‎ n 
۲۳ هب‎ 
P(E, . E, ... E, (۳۱) *م - | ,ظ[‎ 
| 
: والمطلوب إیجاد الاحتمال | ,۴( ]۳ . تکتب‎ 
0 ۱ 
9 ۱ تكنو و ةا ہر کے ا سےا ا‎ 
۶) ۱ پ لا مھا سا کے تھا اجک اا یں‎ 
i1 اي‎ e 1ن , 1 سس ےا‎ 
۶,۹۶۴ 5 سمال‎ 


إذاء وإذا فقطء كانت تعمل الانظمة الفرعية. نفرض أن الانظمة الفرعية تعمل 
بصورة مستقلة عن بعضها. إذا كانت الحادثة ۸ تمثل أن النظام الكلى يعمل . 


الاحتمال ۷ ۱ 


و الحادنة A‏ تمثل أن ¡ نظاما فرعيا يعمل ؛ فما احتمال أن يعمل النظام الکلی 
ادا کانت 125 و 5 = ) P(A;‏ 5 


الحل : 

نلاحظ أن النظام الکلی يحتوي على ۲ نظاما فرعياء وآن النظام الکلی 
يعمل إداء وإذا فقطء كان يعمل 1 نظاما فرعيا . 
نفرض أن الحادثة ۸ تمثل أن النظام قد یعمل» وأن الحادثة ,۸ تمثل عمل | 
نظاما فرعیا . 
المطلوب هنا هو إيجاد احتمال الحدث ۸؛ أى (۲)۸. 


لکن نلاحظ ف 


۴ 


(ر۶)۸]] ۔ 


| ۱ 


5 
8 


۱1 < 1 


P(A) =P 








وحست ان ۸ حو ادث مستقّله ) و کد لك لو جود شم حمس حوادث فان 
P(A) = (0.95) = 5‏ 


في هذا المثال» تكون تركيبة نظام التشغيل الآلي كالتالي : 





الشکل رقم )...7 نظام متسلسل 


تثال ۷, ۷۱ ۲ 
من المثال آعلاه إذا كانت الفرضية تقول إن النظام الكلى يعمل إذاء ولذا 


۱۰۸ نظرية الاحتمالات و تطبقاتها 


فقطء كانت على الاقل واحدة من الانظمة الفرعية تعمل» فما احتمال أن يعمل 
النظام الکلی؟ 


الحل : 

















k 
۲ J۸ للاحظ أن | لمطلوب هو حساب احتمال كل الانظمة الفرعية ا اي‎ 
ظ | سح‎ 
: لاحظ أن‎ 
۲ 
P(A) = لام‎ 2 ۱-۳۱ ۸ 
i=l i= [ 
: 
. ۱-0۱: 
i= | 





وحيث إن 0.95 = (:۳)۸ ۰ نجد أن 0.95 = ( ۲)۸ لكل : وأن: 


P(A) 


38 


1 





۱ 
اس 
ج 


یع۲ 05 


في هلا الا ی 9 تر کسه النظام التشغیلی و تأحذ الشكل التالى: 


ااحتمسال 4 ۳ ۱ 





الشکل رقم ts ٤(‏ نام تو 


TTA 

وجد فى عيادة طبية أن احتمال أن يستجيب طفل مريض بمرض الصفار 
الکبدی للعلاج هو 0.9. 

إذا كان يوجد ثلاثة آطفال مرضی تم علاجهم بطريقة مستقلة . ما احتمال أن 
یستجیب طفل واحد فی الاقل للعلاج؟ 


الحل : 
نفرض أن الحدث ۸ یمثل طفلا واحدا على الاقل یستجیب للعلاج . 
ونفرض أن ,8 یمثل عدم استجابة الطفل الأول للعلاج . 
ونفرض أن ر8 يمثل عدم استجابة الطفل الثانى للعلاج . 
ونفرض أن 8 يمثل عدم استجابة الطفل الثالث للعلاج . 
نلاحظ أن 
3 


8 ]2 و8 فورظ مر8 د م 


| ۶ [ 


۱۱۰ نظرية الاحتمالات وتطبیقاتها 


وہ۔ رط ہ 8 =Bı‏ ۸ 
| =1 
وکذلك 
۸ لالح - 5 
وحیث ان كلذ من ۸ ,۸ هما حادئتان عكملتان ومتنافیتان» فعلیه یکون : 


۳)۵( 


P(A) + P(A) 





باستخدام القانون العام للضرب يمكننا إيجاد مايلى : 
کے 


أيظرظ | P(B,‏ زوك | ره (,ق۶-| ,۱۱۲۱۵ 


۱ 





٣)6 | (وط‎ - P(B») ٠ ۶)8: ۱ B,B,) = P(B:) 
: ونظرا لان 1=1,2,3 , 0.1 > (0.9) -1 = ( ;۶)8 فعلیه یکون‎ 


0 8 


3 


- P(B,). ۳/8۱۱۰ P(B;) = 11 8 | = (0.1) 
= 1 





E اللاحتمال‎ 


ETE 
و جد آن 4 من المراجعين فی عيادة ما يشكون من ارتفاع فى ضغط الدم‎ 


وأن 2 من المراجعین مصابون بمرض الكبد. وأن 1 يشكون سر المرضين 


الحل : 
لشن ضص أن الحادتة 8 تمثل ارتماع ضغط الد والحادثة L‏ تمثل مرص 
الكبده والحدث 8 يمثل الاصابة بالمرضین معا . 








PLB} 0.1 [ |‏ 
laje P(H) 0.4 ۶) ۳0(->۱‏ 
وبالمثل 
سوج جج .ا 


من الواضح أن رتفاع ضغط الدم يعتبر من الاعراض المسية لمر قى الکید. 


۳ بعض نظریات الاستقلال 

نفرض فى هذا البند مجموعة من النظریات التی توضح خصائص استقلال 
الحو ادث اا بر اهینها لما لھا من أهمية فی دراسه الا حتمال؛ ونوصح هذه 
الخصائص بالامثله . 


نظ يہ ۱ ,۲,۱۳ 
فى الفراغ الاحتمالی (۳ , 5 , 5) يقال إن الحادئتین ٩‏ > ۸,8 مستقلتان إذاء 
و اذا فقطء كان 


زه)م (8۱۸) , P(A)‏ (8 امام 


نظریه الاحتمالات وتطبیقاتها 
11 ۱ 


بات تمُلتانء فعلےه و : 
نفرض آولا أن الحادثتين ۸,8 مستقلتان» فعليه یکو 
P(AB) _ P(A). 2)8(‏ 


١ے PB)‏ جو 





B) =‏ امام 


وبالمثل 


P(BA) _ P(A). P(B) _ م‎ 
= PB} 


PBA 
P(A) P(A) 





أى فر ض ان 


P(A) , P(B|A) = P(B)‏ - زع امام 





دن 
P(A) = ۳/۸۱ B) = A +‏ 
PB) )‏ 2 
مم ta ala‏ 





P(A) 
ت (۲) نحصل علی‎ )١( ومن العلاقتين‎ 
P(A) . P(B) = P(AB) 


س شە“ 8ے 
1 .0 مل الاستقلال للحادثتین 


نظ یه ۲ ,ر ۱۱ . ٣‏ 
ادا كانت الحادتتان ظ ,۸ فلتي ف 

تقلتاں . 

( ۲ ) الحادئتین 8 , ۸ مستقلتان 


۱ 2 از ِ 
(ب) الحادنتین ظ , ۸ مستقلتان 


(ی) الخاد 1 ے. مستهملتان. 


الا حتمال ۳ 


البرهان: 


(1) الحادئتان 8 ۸ , ۸3 حادئتان متنافیتان» واتحادهما هو 
الحادثة ۸؛ آی أن : 


A=(ANB)Ju(ANB) 
فعلیه یکون‎ 
P(A) = )ط + ز8 م مام‎ AN 5 ( 


أو 


P(AN ز8‎ - P(A) - ۳۸ 8( 


۳) An B) = P(A) - P(A) . P(B) 
ولان ۸,۲ حادئتان مستقلتان : روص 1 ن70 ب‎ 
- ریط‎ .2)8( 


(ب) وبالمثل فان الحادئتین 8 , ۸ مستقلتان وتحققان الشرط 


P(B)‏ . ( ۸ )۶ ۔- (ھہ ۸ )م 





| حل 
1 
انتا 
|| 


(ج) باستخدام قانون دي مورجان 8 دا ۸ 


TE‏ نظرية الاحتمالات وتطبيقاتها 





( ونم اه = (8 م P(A‏ 


1 - P(AUB) 


1 - P(A) - P(B) + P(A م‎ B) 


1 - P(A) - P(B) + P(A) . P(B) نجد أن‎ 


(1 - P(A)) . (1 - P(B)) 


ا 


- P(A).P(B) 


ولا فو شرط امعقلال الحادفیۓ 8 ۽ ہہ 


الا :۱۳ :۲ 

سحبت ورقتان من 52 ورقة وهی کامل علبة ورق اللعب . آوجد احتمال أن 
تكون الورقتان المسحوبتان من نوع «إكة) (۵6۵) فى الحالتین التالیتین (بالنسبة 
للورقة الاولی) : 

( أ ) الاعادة؛ أي السحب والإحلال. 

(ب) عدم الإعادة ؛أي السحب (بدون احلال) . 


الحل : 
تفرض أن الحادثة ۸ تمثل الحصول على «إكة» في السحبة الأولى» وأن 


الا حتسال ۵ ۱ 


تکون الحادئتان ۸,۳۱ فى حالة آلسخحت مع الارجاع مستقلتین ویکون 


(صن . P)A)‏ = (ط P)A‏ = ( كلا الورقتين "۳۸65 


4 


52 


1 
169 


ا 
0 


فى حالة السحب بدون إرجاعء فان الحادئتین ۸,8 غير مستقلتين (معتمدتان) 
ويكون: 
الورقة الثانية [كة بمعلومية إن بر ( الورقة الاول [كة )2 -( کلا الورقتین "قتع ير م 
أن الور رقة الأولى إكة ۱ 
أي أن ۳/5۱۸ . P(A)‏ = ز8 ممام 


4 3 ۱ 


21 5 ۰ 53 
٣.۹۳۴ Ta‏ 
إذا رمیت قطعتا نرد مرتين» فما احتمال أن يكون المجموع فى إحدى 
الرمیتین 5 وفی الرمية الآخری 11 ؟ 


الحل : 
لنفرض أن الحادثة ۸ تمثل أن المجموع يساوي 5 والحادثة 8 تمثل أن 
المجموع يساوي 11 عند ھٹا لقطعتی ترد 
إذن الحادثة ۸ يمكن أن تظهر بطريقتين : 
| ظهور الملجموع 5 فی الرمية الأولى | = ,۸ 


| ظهورالجموع 5 فى الرمية الثانية | = ر۸ 


٦‏ و نظرية الاحتمالات و تطبیقاتها 


وكذلك الحادثة 8 يمكن ظهورها بطريقتين : 
| ظھورالجموع 11 في الرمية الأولى | = ,8 
۱ ظهور المجموع 11 في الرمية الثانية أ وق 
فعليه » یظهر الحدث المشترك 8 ۸۲ بطریقتین متنافیتین هما: ,08 ر۸ أو 
رق ,۸ أى آن: 
(,ظه NB) u (A,‏ به) -ظ ۸ 
ویکون الاحتمال لهما 


(8 صمام 


P(A, ^B») + (رھہ يمام‎ 


P(A, ).P(B2) + P(A2).P(B, ) 


RES 
36 36 36 ©6 


+ < 


1 ۱ 1 
162 162 1 


فان ۳ ۳ ۲۷ 

افرض أن احتمال الانتهاء من عقد انشاء مبانی الجامعة فى أبها فى غضون 
15 س سر واحتمال انتهاء قد استشجار المبانی الخالية قى غضون 15 سنة 
هو إذا كان العقدان مستقلين فاوجد الاحتمالات التالية : 


( 1 ) انتهاء كلا العقدین فى غضون 15 سنة. 
(ب) انتهاء عقد البناء فقط فی غضون سئة و احدة. 


الاحتمال ¥ 


(ج) انتهاء عقد الإيجار فقط فى غضون 15سنة. 
و در ) انتهاء عقد واحد على الأقل . 
(ه) عدم انتهاء العقدین فى غضون 15 سنه. 


الحل : 
نفرض أن الحادثة ۸ تمثل انتهاء عقد الإنشاءء والحادثة 8 تمثل انتهاء عقد 


P(A) = , P(B) = 


( أ ) نريد إيجاد احتمال انتهاء كلا العقدين؛ أى نريد إيجاد (8 ^ ۲)۸ 


وحيث إن 8 , ۸ حادئتان مستقلتان فان : 


۳)۸ ^ B) = P(A).P(B) = E کس‎ 


(ب) نرید إيجاد احتمال انتهاء عقد البناء فقط ؛ أى نريد إيجاد ( 8 6 ۳)۸ 
وحيث إن 8 ,۸ مستقلتان (النظرية ۹,۲) وباستخدام (۴)8 - 1 - ( 8B‏ )۳ نجد أن 


1 
۳ 


(ج) المطلوب إيجاد احتمال انتهاء عقد الاستتجار فقط ؛ أي نرید ایجاد 


تح | دی 


۳)۸  ظ‎ ( = P(A).P( 8( = 9 : 


: أي أن.‎ P( A NB) 


ZZ‏ نوم زم امزہ۔(وہم۶۸ 
مس بر = P(A NB) - ۳) ۸ ( . P(B)‏ 


لأن ۸ , 8 مستقلتان وبمعلومية النظرية : (2)4 - 1= (۸ )م 
حتمال الحادئتین ۸,8 أي (8 ۶)۸ . وحیث إن ۸,8 مستقلتان فان: 


۲۱۸ نظر ية الاحتمالات وتطبيقاتها 
- گ ‏ گ + + = P(A u B) = P(A) + P(B) - P(A ^ B)‏ 
5 5 5 3 ۱ 
(ه ) نرید إيجاد احتمال عدم انتهاء العقدین ؛ أى نريد إيجاد B)‏ م P(A‏ 
او 


۳۸۱۰۳5۱ (8 م ۸ )۳ 


)1 -P(A)) . (1 - P(B)) 


| 


۳1 
5 


۱ 
دم | 
599 


1 
E: 
٣,۱۳" ٤ شال‎ 

يصيب ثلاثة رماة ۸,8,۴ هدفا ما باحتمالات ج  ,‏ , 2 على 
الثر مه ادا أطلقت الرمية مر ۵ و احدة علی الهدف ‏ فاو جد احتمال أن : 

(1) يصيب رام من الرماة الهدف على وجه الدقة . 

(ب) یکون الرامی الذي آصاب الهدف هو الرامی الأول ۸ . 


الحل : 

نقرض أن الحادثة ۸ تمثل (صابة الرامی الآول للهدف وأن الحادنة 8 
تمثل إصابة الرامی الثانی للهدف» وآن الحادثة © تمثل (صابة الرامی الثالث 
للهدف . 
وم كم 1 ۱ 1 .سے 
نعلم آن سار ا ۰ سح P(B)‏ ۹ ح- = )۲)۸ 


وحیث إن الحوادث الثلاثة © , 8 ,لهم مستقلت فانه یمکننا الحصول على 


+ - (© )م ۱ > - (5)8 ۱ + - (۸) 


( آ) إذا كانت الحادثة 8 تمثل إصابة رام للهدف على وجه الدقة. عندئذ 


الاحتسال و 


یمکن تعریف الحدث 8 على أنه اتحاد الحوادث التالیه : 
ARBRE‏ . © بح ير ڈور ہے ۸3 
أي أن 
زع م8 م هاب (© مقم )ی( 6 ہ 8 حماء- 8 


إذن 


P(E) = ۳/۸ 8 مظم 6+۸ م‎ 6+۸5 AC) 


(ب) نرید ایجاد : 
E)‏ مام - ار سیب الود سای ربد الدقة | الرامی ۸ يصيب الهدف ۴ 
وحيث اد 6 م 8 ملم د ترز مم 
وکذلك عن (۲) 


کے = P(E)‏ ۱ جس( © ہ B‏ ۲/۸ = زع ممام 


pale) PAE) 1/12 6 


امم ہے — 


P(E) 31772 ا3‎ 


نظرية ۳, ٢,۱۳‏ المحاولات المتکررة المستقلة 
إذا كان احتمال حادثة ما ثم قي محاو له و احدة هو 00 فان احتمال ظهو رها 


۱۲۰ نظرية الا حتمالات وتطيقاتها 


ا من المرات فى ١‏ من المحاولات المتکررة المستقلة (indpendent repeated‏ 
(13[8تا هو : 





حیث ‏ - 4-1 هو احتمال عدم ظهور الحدث ۸ 


البر هان 
إذا كانت الحادثة ۸ تظهر ۲ من المرات فى د محاولة فان الحدث 
المکمل A‏ يظهر 8-٤‏ فى 2 محاولة ؛ أي ان : 
عد ۳ ۸ ۸۸۸ 
6۔ 8 من المرات ۴ من المرات 


عندئد يكون احتمال هذه المتتابعة هو ی ۰ عي ۱ 
ولکن هذه متتابعة واحدة» وحيث إن الحادثة ۵ تظهر ا من المرات فى 7 
محاو لف ولاتظهر فى 0-16 محاولة. فعلیه یکون عدد المتتابعات الممکنة هو 


۱ 


آي آن الات ال المطلوب هو : 





11 


۳ 0-5 


7 چا ا 





وهده حالة محدودة من حالة عامة تسمی قانون ذي الحدین الذی سوف نتناوله فیما 


نف . 


نال ۵ ۳ ۲.۰ 
ادا رمت حمس تضم دقو د معل ےه ماله مره و أاحدة» فما احتمال الحصول 


الا تال 97 

الحل: 
8 1 1 
وخ المعلوم أن احتمال الحصول على الصورة (11) هو 2 ٤‏ أي أن 


= (2)11 ویکون الاحتمال المطلوب هو : 


سم | دج 


ب | ی 
۳ 
ی 
لرا 


3 5 ۱ ۱ 
۱ ۱ اا ظهور 3 صور (11) فی رمي د قطع 0 


معدنبه مرة و احدة 


هی مر ہو 
شال ,٣ے‏ 


إذا کان 6096 من طلاب النشاط الثقافی فى كلية ما یفضلون أن یکون منسق 
النشاط أقرأهم لکتاب الله (۰)0 فما احتمال أن یفضل 7 طلاب فى عينة مكونة من 
2 طالبا يفضلون 0 ؟ 


الحل: 
من المعلوم أن : 2040 , ۳۶0,60 , 1-7 , 212 8 


فعلیه یکون : 


)0.6( 07 





12 ۱ 
۲ - | 7 من ۱2 طالبا يفضلون © ۳ 





= )792()0.02799()0.01024( 


= 7 


۱۳۲ نظرية الاحتمالات وتطبيقاتها 


۹ے الت أن : 




















3 تخدما حقيقة أن فراع العينة 5 الذي عدد عناصره 1 یحتوی على پر من 
المجموعات الجزيئية . 
۲- للدينا النظام الكهربائى بالشكل رقم (۲,۵) يحتوي على المكونات رR‏ , R,‏ . 





الشكل رقم(ه , 7). 


يمكن أن تكون المكونات ر۸ , ,۸ بحالة سليمة (0) أو غير سليمة (7) ء إذا كان 
فراغ العينة 5 يحتوي على كل التوافيق الأربعة الممكنة من ۴,6 ويعطى كالتالى : 


5 = ))6:0( , )6,( , )۴,۵( ,)11(( 


افرص آن الحادنه ۳ تمثل أن النظام الكهربائى المعطى يعمل بصورة طبسيعية » 
وأن الحادثة رت تمثل فى الأقل واحداً من المکونات ر۸ , ,۸ غير سلیم. 
C17‏ هل يمكن أن تقول إن الحادثتین E,‏ و ہت متنافیتان؟ علل إجابتك . 


(ب) عبر عن الحادثة رتا والحادثة + 


(ج) ماذا یمکن أن يقال عن نوعية العلاقة ین الحادثة ,8 والحادثة و28 ۴ 


الا حتمال TT‏ 


۳- إذا كانت 0.6 = (8 ں ۶)۵ و 0.5 -(۳)۸ فأوجد (۳)8 فى الحالات 
التالية : 

() 8 حادئتان متنافتان . 

(ب) 83,۸ حادئتان مستقلتان . 

تیج 04ت |9 ۳/۸۱ . 
-٤‏ إذا كانت ۸, 8 حادئتین متنافیتین» وكانت 0.7 = (8 ۶)۸ و 0.4-(5)4: 
وإذا كانت م = (5)8» فما قيم ص التى تجعل الحادثتین 4 , 8 متنافیتان وما قيم م 
کی تجعل الحادنتین ۸. 8 مستقلتین؟ 
۵ أختير عدد صحیح بين 3 و 12 بطريقة عشوائية. آوجد احتمال أن یکون 
ذلك العدد : 

((۱) عددا زوجا. 

(ب) عددا زوجیا ویقبل القسمة على 3. 
ود آسرت ثلاثة آعداد صحيحة موجبة من الاعداد الصحيحة ال 20 الاولی 

يقة عشوائية . آوجد احتمال أن یکون : 

3( حاصل جمع الاعداد زوجا. 

(ب) حاصل ضرب الاعداد زوجيا. 
۷- إذا كانت 8,۸ حادثتین متنافيتين معرفتين على فراع الختة 5+ فآشت أن 

)8 م مام - P(A) + P(B)‏ = |( 8) ب (8 م ه) ۴ 


إذا كانت + = (8 د ۶)۸ و + -(۸) و کے P(A N B)‏ > فأوجد: 
P(A) (Î )‏ 
(ب) P(B)‏ 


(ح) 3 7 . 
4 - يستطيع الطالب محمد إجابة 75% من مسائل ہلا الکتاب » تشم يستطيع 


۳۳ نظر ية الاحتمالات وتطبیقاتها 


زميله أحمد إجابة 70%. آوجد احتمال أن یستطیم محمد أو آحمد حل مسألة 
مختارة عشوائيا . 
۹- تحتوی ثلاجة على 12 بيضة» منها بيضتان فاسدتان. أختيرت 4 بيضات 
بطريقة عشوائية لعمل كيك. ما احتمال : 

(1) وجود بيضة فاسدة واحدة على وجه التحديد؟ 

(ب) وجود بيضة واحدة فاسدة فى الاقل؟ 
-١‏ یحتوی صندوق على 4 كرات سور کان و 4 کرات بیضاء و 5 كرات 
حضراء سحبت منه ثلاث كرات بطريقة عشوائية. آوجد احتمال أن تكون : 

را جميع الکرات المسحوبة ذات آلوان مختلفة . 

(ب) جمیع الکرات المسحوبة ذات لون واحد. 
-١‏ أطلقت ثلائة صواریخ على هدف ماء وکانت احتمالات إصابة الهدف لكل 
منها هي : 0.6 , 0.5 , 0.4 على التوالی . إذا أطلقت الصواریخ بطريقة مستقلة 
فما احتمال : 

(أ) أن تصيب جمیع الصواریخ الهدف؟ 

(ب) يصيب الهدف صاروخ واحد فى الأقل؟ 

(ج) يصيب الهدف صاروخ واحد فقط؟ 

( د ) يصيب الهدف صاروخان على وجه التحدید؟ 
۲۔ بين الخطأ والصواب فى كل ممايلى مع التعليل : 

( 1 احتمال أن ينجح محمد فی مقرر 241 إحصاء هو 0.7 واحتمال ألا 
ينجح فى هذا المقرر هو 0.2. 

(بس) ۸:8 حادئتان بحيث إن 0.8 - P)A) = 0.4 , 2)8( - 0.5 , P)AB)‏ . 
۳- وضع فار في شبكة على شكل الحرف ”7“ كما هو موضح بالشكل رقم 
(5,5). إذا اتجه الفار إلى اليسار سيجد فى طريقه قطعة جبن. وإذا اتجه إلى 
البعين جد فى طرخ فطع ول ست دق البسحاولة مرئین پواسط نی القثر 
وبنفس الاتجاهات المبينة 


الاحتمال ۵ ۲ ۱ 





الشکل رقم (1 , ۲). 

( أ )ما فراغ العينة لهذه التجربة؟ 

(ب) هل یمکن أن نعطي کل ناتج من نواتج هذه التجربة نفس الاحتمال؟ 
وضح ذلك من خلال المحاولة المعطاة لديك . 
-٤‏ افرض أن (ه , ه) = 5 وآن 5 عائلة المجموعات الجزيئية من 5. 
عرفنا الدالة (۸) لكل حادثة ۸ معرفة على 5 بالعلاقة : 





حيث ١‏ عدد صحیح موجب وتنتمی إلى ۸ء فهل ۴ دالة احتمال؟ 
5- كان عدد الطلبة الوافدین إلى مکتب القبول والتسجیل فی فترة زمنية طولها 
1 ساعة معرفة على فضاء العينة (...40,1,2 -5) وكات 3 خی ریا الم ظ 
على 5 المکون من کل المجموعات الجزيئية فى 5. إذا عرفنا على 5 الدالة 
التالية : 


ل 
At)‏ € 
pea‏ 


۱ نظرية الاحتمالات و تطبیقاتها 


(أ) هل تحقق الدالة ۴ شروط دالة الاحتمال على 5 ؟ 

(ب) آوجد احتمال ( طالب یصل فى غضون 15 دقيقة ) =۸ . 
5 شنت ظابية رام الا یسا گر گا ما اال وس اه مره 
صلاحیتها» وکان فراغ العینه هو 0 < ) :1) 5 

لنفرض أن الحادثة 4 تمثل أن البطارية تعمل آکثر من 150 ساعة؛ أي أن ۸ 

t< 150 (‏ :1) -». وکانت الحادثة 8 تمثل أن البطارية تنتهی صلاحیتها فى 150 
ساعة أو آقل؛ أي أن |150 0585 :1 ]) 2 13 والحادثة 0 تمثل أن المدة 
اللازمة لفحص البطارية هی على الافل 25 ساعة وآقل من 200 ساعة؛ أي 
| 200 > ] > 25 :6-1 فأوجد مایلی : 





BGC, AAC CI)‏ . ںین 
(ب) إذا كانت دالة الاحتمال ۶ معرفة كما یلی : 


فأوجد احتمال أن البطارية تعمل على الاقل لمدة 200 ساعة» ثم آوجد 

احتمال أن البطارية لن تعمل أكثر من 200 ساعة. 
۷- تقدم ثلائة من حافظی القرآن الكريم إلى مسابقة القرآن الكريم الدولية. إذا 
كان احتمال فوز الأول هو ضعف احتمال فوز الثانی» واحتمال فوز الثانی ضعف 
احتمال فوز الثالث فأجب عمایلی : ۱ ۱ 

(1) هل فراغ العينة 8 المعرف في هله التجربة هو فراغ ذو احتمالات 
متساویةء ولماذا؟ 

(ب) آوجد احتمال فوز الأول أو الثانی . 

(ج) أوجد احتمال استحالة فوز الأول آو الثاني . 


۸- لوحظ أنه فى بلدة ماء یعانی 50% من السکان الذین تزید آعمارهم على 
0 سنة من السمنة . كما لوحظ أن نسبة السکان الذین یعانون من السمنة ومصابون 
بمرض القلب هی 0.25. اختیر شخص عشوائیا من أولئك الذین تزید آعمارهم 
على 40 سنة ووجد أنه یعانی من السمنة. كيف یمکن لطبیب الاستفادة من هذه 
لمعلومة لمعرفة نسبة الاصابة بمرض القلب؟ 
۹- أوجدء فى تجربة رمي زهرة النرد مرتین» ما يلي : 

P(r +c < 4 | - ۱۱ )1( 


(ب) |4 > +م | 1 دعام 
۰ - من تعریف استقلال ثلاث حوادث» أعط مثالا یوضح أن تحقق المتساویات 
الثلاث الاولی لیس شرطا لتحقق المتساوية الرابعة . 
01 نظام تشغيل الى یحتوی على عدد ا من الانظمة الفرعية التشغیلیه . 

( أ ) يعمل النظام بصورة طبيعية إذاء وإذا فقطء كان على الاقل واحد في 
الأنظمة الفرعية يعمل بصورة طبيعية . أوجد مدى مهارة هذا النظام الالی إذا كانت 
k= 5‏ و0.95 = ) P(A;‏ لكل 1. ۱ 

(ب) إذا افترضنا أن النظام يعمل بصورة طبيعية إذاء وإذا فقطء. كانت 
الأنظمة الفرعية تعمل بصورة طبيعية . سوف نفترض أيضا أن الانظمة الفرعية 
تعمل بصورة مستقلة . إذا كان الحدث ۸ يمثل أن النظام الآلى يعمل بصورة 
طبيعية» والحدث .4 يمثل آن من الأنظمة الفرعية يعمل بصورة طبيعية. أوجد 


مدى مهارة النظام الآلى إذا كانت ۴-5 و 0.95 = (:2)4 لکل 1. 

71- لنفرض أن شركة أرامكو السعودية تقوم بعمليات التنقیب عن البترول في 
موقع ما من منطقه جیزان . إذا كنا نعلم أن احتمال وجود بترول عند القيام بعملية 
التنقيب هو 0.05 ۰ وكانت ۸ تمثل مجموعة الصخر . عند وجود بترول فی ذلك 
الموقع فان احتمالية الصخر هي 0.8 وفي حالة عدم وجود بترول فإن احتمال 
الصخر هو 05. 


۱۳۸ نظرية الاحتماللات و تطبیقاتها 


( آ ) إذا كانت حالة الصخر في الموقم هى ۰۸ فما فرصة اکتشاف بترول؟ 

(ب) ماذا تعنی لك النتيجة فى الفقرة ( أ) بوصفك محللا إحصائيًا؟ 

(ج) على ضوء النتائج المعطاة: بماذا تنصح أو تشير على شركة أرامكو؟ 
۳- يلاحظ الطبیب فى عملية التشخیص الطبی أن المریض یظهر عليه واحد أو 
أكثر هن الأعراض الس فیس |51 , سوا 4-5 ۰ وعندها قد يواجه 
الطبیب مشكلة التعرف على أي من الأمراض Dj}‏ سے تی ۳ ال 
فعلا فى ظهور تلك الأعراض المرضية ۸. من معلومات طبية يمكن الحصول 
علی احتمال ظهور الأعراض المرضية ۸ على مريض ما فى حالة معرفة إصابته 
بمرض .2 إذا افترضنا أن احتمال شخص مصاب بمرض 00 هو .م -( :)۳ 
کل و12 علق ؛ 

() ما احتمال أن تظهر على المریض الآغراض المرضية ۸ ؟ 

(ب) إذا توافرت لدینا المعلو مات التالية : 


از , 0.40 j=‏ , 0.8 
2ز , 0.25 | = (ظ/۳ , j2‏ , 0.6 - | اهام 
3-ز , 0.35 | 3-ز , 0.9 
فأوجد قيمة الاحتمال فى الفقرة ( أ ) عددیا. 
-٤‏ يوجد فى مركز المعلومات 100 جهاز حاسب ألى» منها 10 أجهزة معيية. 
اث یت هده الا جهزه للفحص واحدا تلو الا جر للتأكد فيما ادا كانت مسعببة» 
واختیر جهازان بدون إحلال . إذا كانت الحادثة ,4 تمثل أن الجهاز الأول 
معب ؛ و الحادثة ۸ تمئل آن الجهاز الئانی معیب ۰ فأ و جد مايلى : 
(1) الاحتمالات (یهم ,۳/۸ , (,۸ اهاط , (,۳)۸ 


(ب) یھ P(A; ۱ A, n‏ | ر۸ ^ P(A, ۱ Ar‏ إذا كانت الحادثة 


الا حتمال 84 ١‏ 


وھ تمثل أن الجهاز الثالث معیب. 

(ج) (ی۸م ,۶)۸ إذا اختیر جهازان مع الاحلال. وماهو الوصف 
الإحصائى الغالب على الحادئتین ,۸ , وھ فی الفقرتین (1أ) ۰ (ب)؟ 
5- عند عملیه التشخیص الطبی للکشف سر سا الٹدی عند النسای علم 
أن احتمال أن تکون المرأة مصابة بمرض سرطان الثدی هو 0.0001. إذا كانت 

ية التشخیص تتطلب |جراء بعض التحالیل المخبرية» ونعلم أن نتيجة التحالیل 
تؤكد أن 9096 من النساء يكن مصابات بالمرض» بینما تؤكد التحالیل نفسها أن 
01 من النساء غير مصابات بالمرض. 

)١(‏ إذا استعان الطبیب بنتيجة التحلیل المخبری» فما فرصة (احتمال) 
(صابة المرآة بمرض سرطان الثدی؟ 

(ب) إذا كان احتمال إصابة المرأة بسرطان الشدی هو ۰0.001 فما قيمة 
الاحتمال فى (1) ؟ 

(ج) على ضوء النتيجة المتوقعة فى ( أ ) ماذا یمکن للطبیب استنتاجه؟ 

( د ) إذا كان احتمال اصابة المرأة بسر طان الثدي هو 0.01 فما قيمة 
الاحتمال فى ( أ ) ؟ 

(ه) لخص النتائج التى حصلت عليها فى جدول احتمالى. اشرح ماذا 
يمكنك أن تستنبط؟ 

-٦‏ عند الإجابة عن سؤال ذي اختيارات متعددة؛ يكون الطالب على علم بالإجابة 
أو يخمنها. إفرض أن ۳ تمثل احتمال علم الطالب بالإجابة» وكانت 1-۳ هی 
احتمال تخمين الطالب للاجابة» وافرض أنه عند تخمين الإجابة فاحتمال صحة 





مان هر سيك ترمة فا آعده الافتباراث . می فك المعلو مق ما سان 


معر فه الطالب للإحابة عندما << ,0-5 ۲ 


۷- یوجد عند فحص طبیب لمریض دلیل على أن لدیه واحدا من الامراض 


۰ ۱۳ نظرية الاحتمالات و تطبیقاتها 


لثلاثة یه , ر4 , ۸ احتمالاتها هي ج , ,ج على التوالی. لى تدم 
عملية التشخيص الطبی بدقة يجب أن تجرى للمريض بعض التحالیل الطبية 
الس ہوتی الال المکیری إلى تا ایجلیة پاعتمبال 83 فى اك 
المرض ,۸ » واحتمال 0.2 فى حالة المرض ۸ واحتمال 0.9 فى سا 
الو د اجریت عق التحالیل 5 مرات واعطت فيية زيجاية قی آزيعة منها 
ونتيجة سلبية فى مرة واحدة فقط . ما احتمال الڑسازۃ يكل عرشي ہمد اسيا 
التحاليل؟ ` 


رشن (شدمل 


اامتغيرات العشواتة 


© مقدمة © دالة التوزیع لمتغير عشوائی © المتغیر 
العشوائی المنفصل ودالة توزيعه © المتغير 
العشوائى المتصل ودالة كثافة الاحتمال 
© التوزيعات المشتركة © التوزیع الهامشي 
© دوال الاحتمال الشرطية © المتغيرات العشوائية 
المستقلة © تمارين 


1 مقدية 

رأينا فى الفصل السابق كيف يمكن التعرف على ناتج أو نواتج تجربة عشوائية ماء 
حيث يطلق على مجموعة كل النواتج» الممكنة والمتوقعة لتجربة مااسم فراغ العينة 
5 ونريد هنا معرفة كيف نصف هذه النواتج عددیا؛ فمثلا عند رمی أي قطعتى 
نقود معدنيةء ورغبنا فى معرفة عدد مرات ظهور الصورة (11) والكتابة (1) وهذه 
فى جه أقانها ٹرانس آر کات کے جد فرستیگا: لھ عن راتحت الصيرية 
العشوائية بأعداد. قد نعين لکل ناتج من نواتج التجربة فی فراغ العينة 
HHR, HT , 111,11 (‏ =5 بواحد من الأعداد. 1 ؛ حبث 120,1,2 وترمز أو 
تمثل عدد مرات ظهور الصورة (81). کذلك الحال فى تجربة رمی زهرتی نرد» فقد 
يراد معرفة مجموع النقاط الظاهرة على الأوجه الجلوية لكل من القتطعيين: وهنا 


۱۳ 


۱۳ نظرية الاحتمالات وتطيقاتها 


نعين لكل ناتج من نواتج هذه التجربة فی فراغ العينة 5 واحدا من الاعداد 
1 حیث 1-2,3.,....12» التی ترمز لجموع النقاط الظاهرة على الاوجه العلوية 
لقطعتی النرد. من الواضح جلیا أن الأعداد 0,1,2 والاعداد 
2,9832 عدن فى المثالين السابقين» بواسطة نواتج التجربتین الذکورتین. 
ويطلق على هذه الکمیات العددية التي تحدد قیمتها من خلال ناتج تجربة عشوائية 
اسم امتغیر عشوائی) (73112016 ۰۳2000۳۰ ورياضيا قد نعين عددًا حقيقيا وحیدا 
لكل ناتج في فراغ العينة. الآن يمكن تعريف المتغير العشوائی على أنه دالة ذات قيمة 
حقیقیة معرفة على فراغ العينة 8ء ونظرا لأهمية المتغير العشوائي المعرّف على نوع 
العينة ۰5 فإننا قد نعين احتمالات لكل قيم المتغير العشوائی الممكنة . 


تا ا 
إذا كانت التجربة هی رمی قطعة نقود معدنية» كما ذکرنا سابقاء وکان فراع 
العينة 5 المصاحب لهذه التجربة هو : 
x=T (+‏ آو =H‏ × : ۲ = ( ظهور كتابة × أو ظهور صورة × : <« ) = 5 
فراغ العينة 5 کالتالی : 
XO) > 1. ۶ < H‏ 
= ۸ 
1 << هر ,0= XO)‏ 
فمن هنا نقول إن × داله ذات قيمة حقيقية معرفة على فراغ العينة 5؛ أي أن: 
| 0,1( : ]ع ۸ ی 5 : 16 
وهذا بدوره يعني أن × دالة أو راسم تأخذ كل نواتح فراغ العينة 5 إلى فراغ من 
الاعداد الحقيقية ۰۸ وعکن تسمية الدالة × عتغیر عشوائی » والفراغ 
| 011سیں باه يم بالفراغ الملازم للمتغير العشوائى . أو باختصار فراغ التغیر 
العشوائى > . 


التغيرات العشوائية TY‏ 


من المثال السابق عکننا إعطاء التعريف التالى : 


تعریف ۳,۱,۱ المتغیر العشوائي 

إذا كان فراغ العينة لتجربة عشوائية هو 5. فان الدالة × التی تعين لكل عنصر 
5 € × عددا حقيقيا وحيدًا ر =()× تسمى متغیرا عشوائياء وفراغ المتغير 
العشوائى × هو مجموعة من الأعداد الحقيقية» يرمز لها بالرمز ۰۸ ويعرف 
کالتالی : 


اوء 20۷ ۱۷:۷ ۸ 


ملاحظات ۱ ,۳,۱ 

( أ ) إذا كان فراغ العينة 8 يحتوي آعدادا حقيقية» عندئذ یکون من 
الناسب فرض ×= (×)× ؛آی أن ۸= 5. 

(ب) پرمز عادة للمتغیرات العشوائية بحروف لائينية گی را کل .,,26,۷,2) 
ویرمز لقیم التغیرات العشواتية بحروف لاتيئية صغيرة مثل .2,۰ , ۷ 5. 

(ج) يمكن تعریف اکثر من متغیر عشوائي على فراغ العينة 5. 

( د ) یوجد نوعان من التغیرات العش‌وائية معرفة على فراغ العينة 5 هما 
التغیران العشوائی ان النفصل (آو ا متقطع)ء والتغیر العشوائى التصل (أو الستمر). 
وسندرس فیما بعد التغیر العشوائی 





7 وا لتصا‎ ۱ FA 


۳۲ ETILE 

فى تجربة رمی قطعتی نقود كانت ۷ تمثل عدد مرات ظهور الصورة ۲9 
وتحدّد قيم ۷ من خلال فراغ العينة 5 كما يلى : ترمز 1,11 لظهور الصورة 
(1) والكتابة (7) على التوالی» وکان کل ناتج من نواتج هذه التجربة على صورة 
زوج مرتب من الصورة والكتابة (11,7) تعنی ظهور الصورة في القطعة الأولى 
والكتابة فى القطعة الثانية . 


۱۳ نظر یه الا حتمالات وتطیقاتها 


إذن فی هذه التجربة (رمي قطعتي نقود) یوجد 4 = *2 = *2 نقاط عينة في فراغ 
العينة. 
٩ < | BH: HT, 111,171‏ 

يمكننا الان - وبکل سهولة- تعیین قیم للمتغیر ۷ من نقاط العينة في 5 
حيث تمثل ۷ عدد مرات ظهور الصورة (11)؛ فمثلا : 

نقطة العينة 1111 تعنی ظهور الصورة فى كلا القطعتين؛ آی أن 2 < ۷ . 

ونقطة العينة 17۲ تعنی ظهور الصورة فى القطعة الاولی والكتابة فى القعلعة 
الثانية؛ أى أن ۷-۱ . ۱ ۱ 

ونقطة العينة 1711 تعنی ظهور الكتابة فى القطعة الأولى والصورة فى القطعة 
الثانية؛ أي أن 1 دلا . ۱ ۱ ۱ 

ونقطة العينة 11 تعنى ظهور الكتابة فى كلا القطعتین؛ أي أن 0 - لآ . 
ِکن القول إن المتغير العشوائی ۷ يأخذ القيم الثلاثة 0,1,2 التى هي حوادث 
تعرف من نقط العينة . وطبقا لتعريف المتغير العشوائى يمكننا احتصار ذلك كما يلى : 
فى قراغ العيئة 8 لتجربة رمى قطعتین معدنيتين والعرف (11, 711, 117, 1111) - 5 
إذا كانت ۷ معرفة على 5 فانه طبقا لتعریف التغیر العشوائی يمكننا کتابة 


Y(TT) = 0, Y(HT) = Y(TH) = 1, Y(HH) - 2 


نسمی ۷ متغیرا عشوائياء وهو عثل عدد مرات ظهور الصورة (11) فی هذه التجربة 
ویسمی الفراغ | 2 ,1 ,0= ۷: ۷ | ھ بفراغ التغیر العشوائی ۰۷ 
ما تقدم ذکره» يمكن إيجاد الاحتمالات ا قابلة لكل قيم التغیر العشوائی الممكنه. 
وذلك باستخدام تعریف الاحتمال . 
نلاحظ » فى الخال السای أن فراغ العينة 5 ذو احتمالات متساوية؛ أي أن لکل 
نقطة عينة نفس فرصة الاحتمال . وبالتحدید نلاحظ أن : 

,E, |‏ و8 , وظ , E,‏ | ع 5 


وأن : 


التغیرات العشوائية ۱۳۵ 


7۳ 
P(E) = 2 , 1 1, 2,3, 4 


يأخذ التغیر العشوائی ۷ القیم الممكنة التالية 0,1,2 وتکون احتمالاتها 
القابلة هی : 


((۶)]17 = (عدم ظهور الصورة)۳ = (0 - ۳)۷ 


ان 
n(5S)‏ 





سم | حل 


(۲1۷۱ ,۳۱۱۲۲۲ = (ظھور الصورة مرة واحدة/۳ = (1= ۲)۷ 


01111, TH} 
رم‎ 
- 2 عند‎ 


1 
E FF‏ 
((۳))۲۷۲۷ - (ظهور الصورة مرتین/۳ = (2 = ۲)۷ 


n{(HH} 
n(S) 





0 
4 


سس 


يطلق على الاحتمالات القابلة لقيم ا تغیر العشوائى ۲ اسم التوزيع الاحتمالى 
آو ) dıstrıbutıon‏ ۲ ) للمتغير العشوائى . ويمكننا وصع هده انح أو 


۱۳۹ نظرية الاحتمالات و تطبیقانها 


العلومات فى جدول يسمى الحدول الاحتمالی „(probability table)‏ 





كما يمكن كتابة ما يلى : 
7 ۷۰م 5 - ۲ ل 


0 ع | ۱ 0 ع 1 


ها سيق عکننا استناط التعریفین التالین: 





تعربف ۳,۱,۲ (دالة احتمال متغیر عشوائی) 

اقا كان لآ عقا عشو انا فان الدالة العطاة بالصيغة الرياضية 
=y(‏ ۴)۷ - )1 لكل ا فى مدى ۷ تسمى دالة الاحتمال (probability‏ 
function)‏ أو دالة الثقل الاحتمالیة (”oناfunc mass‏ ityاrokbabiمp)‏ للمتغير العشو ائی ۵ 


تو وا ۲ 
إذا كانت ۷ فبهة ال العشوائى المتفصل (أو تاا احتمال ان 
(< ۷ يساوي مجموع احتمالات نقاط الس التی : تعن القيمة ۷. 


مال ٢.۳‏ ۳ 
فی نجربة رمی زهرنی نرده کال ۸۶ چ مجموع النقاط الظاهرة على 
الوجهين العلويين لقطعتى النرد؛ آی أن × دالة تعين عددا حقيقيا لکل ناتج من 
نواتج التجربة . ويمكن كتابة فراغ العينة 5 فى هذه التجربة على صورة زوج مرتب 

[ژ,6 حیث. 6 بق ,1« زد ز ؛ آی آن: 
[ (3,6(,..,)6,1(,..,)6,6),.و(1۱:1(,.,)1:6(,:)2,1(,.,)2:6(,)3:1) اه 


التغیر ات العشو ائية ۱۳۷ 


۱ (1,6) ع ع سے ایا رای ۱ 
ELIS 2 3 )2,6(‏ 


|( )646( .. . . (6,2) )6,1( ا 


فا یں ہے العلو يين ا ا أن 


20:۱۱ را 1 « [ظ‎ Zab 


على سبیل الثال : 
.. و X(1,2)=1+2=3‏ , 1<2+ 2۶1 (1, 6)1 
X(1,6)=7 , X(2,6)=8 , 203 ,6(> 9‏ 
2 <(6, 26)6 , 11 < (2*)5,6 ,10 <(6 ,26)4 
ضح أن التغیر العشواتی × يأخذ القیم 12 ,..,2,3,4. 
عکننا بعد ذلك» إيجاد الاحتمالات القابلة لكل قیم التغیر العشوائی × كما یلی : 


f(2) = P(X <2(<۳/)1,1(- ے۔‎ 
۴)3) = P(X =3) = P[(1,2), )2,1(| ےھ‎ 


))4( - P(X =4)  ۳۱)1 , 3( , )2 , 2( 9 , 1(| - 


۱۳۸ نظرية الاحتمالات وتطبيقاتها 


وبالئل نجد أن : 


4 E 


1)5( = ۲(2 - 5) = a 1)6( = P(X د‎ 6 2 26 

۱ 6 7 ۱ ۱ 5 

f(9) = 2)7 = 9( = f(10) = P(X = 10) = س‎ 
(11) = P(X = 11) - ب‎ , f(12) = P(X = 12) = د‎ 


يمكن تمثيل التوزيع الاحتمالي للمتغیر العشوائي × بالجدول الاحتمالي التالي : 


3 4 5 6 7 
17 536 66 





f() = P(X = x) | 5/36 436 336 2136 6 


قطان ۱ ۳ 

یوجد في مركز العلومات 15 جهاز حاسب آلي معروضة للتشغیل . يوجد 5 
0000 عاطلة (معيبة) بدون علم إدارة ال کت . قام الشرف على الرکز 
بفحص 3 أجهزة بطريقة عشوائية. ما التوزيع الاحتمالی للمتغير العشوائی × إذا 
كان × ٹل عدد الأجهزة المعيبة أو التى بها عطل؟ 
الحل : 

نلاحظ أن التجربة هى فحص 3 آجهزة بطريقة عشوائية» وبذلك يمكن إيجاد 
عدد نقاط العينة في هذه التجربة العملية» ونلاحظ أن عدد الطرق الممكنة التى يتم 
بها فحص 3 أجهزة من 15 جهازا هي : 


التغیر ات العشوائية ۱۳۹ 


ی ۱ |15 
مه 9 اک بر انیم ۱ 


يمثل التغیر × عدد الاجهزة التی بها عطل أو معیبة: والقیم المکنة هی 2,3 ,1 ,0 
والاحتمالات القابلة لهده القیم هی ۳ 


۵۱ 7 
0۱ 3 | 31.7 . 0 


یک م ہے سے سس |لایوجد جهاز معیب)۳ = (0 = ×)۴ 
وت 1 ١‏ 1 ۱ 7 
2 - سس - (یوجد جهاز معیب )۳ = (1 = ۶)5 
100 _ )31 


22 - ےا = (یوجد جهازان معيبان )< = (2 = ۶)3 


: 5 2 3 3 ۱ 3 ۱ 0 10 


الآن یکن كتابة التوزیع الاحتمالي (0] للمتغير العشوائي × ويكون : 


20 
455 


225 
455 
1)( = 
100 
۵ 455 


10 
455 


۱۶۰ نظرية الاحتمالات وتطبیقاتها 


ويمكن تمثيل هذه العلومات فى جدول احتمالی كما یلی : 





I(x) = P(X |ںر‎ 120/455 225/455 100/455 10/455 


يمكن كتابة التوزيع الاحتمالی للمتغير العشوائي × رياضيا بالعلاقة التالية : 


۲ 10 ۱ 35 
هنن 


155 ۲ ۶ < 0,1, 2, 3 


۳,۲ دالة التوزیع لمتغیر عشوائي 
دالة التوزيع غير عشوائي ۰6 یرمز لها بالرمز ۳0 وتعرف لكل 
الأعداد الحقيقية × حيث >< > - بالصيغة الرياضية التالية: 
F(X) = P( X Sx (‏ 
تحدد الدالة («)1 احتمال الحادثة للمتغير العشوائی × الذي يأخذ قيما آقل من أو 
يساوي قيمة معينة *. تسمى دالة التوزيع أيضا دالة توزیع تراكمية (cumulative‏ 
distribution function)‏ لأنها تقدم الاحتمال التراكمى للمتغير العشوائي × من 


ا خواص دالة التوزیع 
من تعر يف دالة التوزيع (۴)۸ نلاحظ آنها احتمال حادنه معينة . من الواضح آن 
0= (©)ط = (ہ۔ = F(x‏ 


F(x = +0) = P(S) = 1 


إذا كان ۲ ,۸ عددین حقیقین و >2 فان احتمال الفترة [2,0] یعطی كما يلى : 
F(b) - F(a) = P(X > 0( - ۶)3 <a) = ۳/۵ > " sb)‏ 


التغیرات العشوائية ۱۱ 


وحيث ان ذلك الاحتمال موجب؛ فان الدالة (۳6 دالة تزايدية فى ×. قد نلاحظ 
آیضا أن الدالة (×) تحقق الشرط : 


اذا كانت 0 < ط فان F(x + h) = F(x)‏ سس 
E, 5 ۱‏ 


وهذا یحدد أن (۴)۸ دالة متصلة من اليمين عند کل قيمة من قيم ×. 
يمكن ما سبق أن نلخص بعض خواص دالة التوزیع (×)7 في النقاط التالیه : 


نت ہے ال 


(ب) ووو الست 
(ج) (۳ داله تزايدية فی 87 أي آن F(x»)‏ > ( ,)۳ لكل 2 > 
( د ) F(x)‏ ج یرب جو سے 


آنه لای قيمة × ومتتابعة تناقصية .× و 1< وأن ×= 1۳07 فان : 


111 F(X, ) = ])«( 


وه ہے 1 


وسوف نحاول فیما یلی إثبات ا خواص السابقة. 


الخاصية (ج): متحققة لانه لكل ر× > ,× فان ا حادثة أ ,×> × | محتواة فى 
الحادثة (و× > × ؛ أي أن ام« > × | x,‏ > × | وبذلك کون : 
ام« > 2 21 > |,( > ۶ ۳۱ 
أي أن (ر×)۴ > ( ,»)1 ومنه ینتج أن ۳6۵ متزايدة . 
لإثبات الخواص ( )»> (ب): (ج) نستخدم خخاضية الاتصال أو 


اذا كانت ... , وھ , ,۸ متتابعة متزايدة من الحوادث ... ے يف ح ,۸۵ فان : 


۱31 نظرية الاحتمالات و تطبیقاتها 


Pl ] ۱ ۸, - Lim P(A,) 
اح‎ ۱ 


تت ہب [] 


ذا کانت ہے چھے وش عتتابعة متاقصة من الوادت  ...‏ . فاح هر فان 


زین ا( 


,۸ ل 


11 > | 


۲ = Lim P(A,) 








تن ہے ]] 


الخاصية (1): لكل ..,1,2٭ھ إذا كانت مه قثل الحادثة « > × ) 
فان التتابعة ... , یق ,۸ متزايدة راقادما هو احادثة [ه 222 )»> ومن 


خاصية الاتصال نحصل على : 


Lim F(n) = Lim هش < إ 2۳۲ اط‎ P(A, ) 


(Ua, | - P(X > o) = 1 


11 > | 





الخاصية (ب): لكل ..., 2 , 1 -ه إذا كانت ,رھ تمتل الحادثة | م- > 2 ) 


فان المتتابعة ...,رح ,۸ متناقصة وتقاطعها هو المجموعة الخالية © - ۸ ( ) 


n = | 


فیکون: 
ا 


n= | 


Lim F(-n) = Lim P( A 








0 جه ] مه جه [] 


الخاصية(د): لنفرض أن .لخر تمفل الحادثة | x<a+‏ 





: لک 21 ۲ 


التغیرات العشوائية :۱ 
فتکون ۸۰ متناقصة... ع ,4ع ۸ وتقاطعها هو الحادثة ( 42656۵ ؛ أي أن 


: ولذلك يمكننا كتابة سا يلي‎ ) ۱ ۸, =({x sa) 


| ے را 


ط2 بررتا 


> ۵+ | 11110 (a+ | 
1 ظ‎ 11 





= 0 P(A; ) 


6 جل [1 





مه 


n = 1 


۲۱ 2 > 2 | 


F(a) 


ماك ۱۳ 
إذا كان × متغیر] عشوائيا بكثافة احتمال : 


۱7 نظرية الا حتمالات و تطبیقانها 


۱ 
1 ,. — 
X‏ 4 
1 ۲ 
O = PA =x] 7 3 2-2‏ 
۱ ۱ 
4 رز ير , — 
ظ 5 
فان دالة التوزيع F(x)‏ هی : 
ات بی 0ا 
2 > ع > 1 1 
سودت ا 
۱ سے او ۱ 
3 >2 .> 2 ۸ 3 - ( ع > P(X‏ = ()۳ 
4 > ۷ > 3 | 
4 رد ۱ 





قال ۲ ۳۰۲ 
إذا كانت لدینا دالة ۳ معرفة بالعلاقة : 
مه > ( > مه - , F(X) = sin)‏ 
فان الدالة ۴ ليست متزايدة ولا تحمق الخاصيتين الاولی والثانية» ولاتکون بالتالی 
دالة توزیع . ۱ 


التغیر ات العشوائية ۱:۵ 


۳ TT a 
: إذا كان لدينا الدالة العالمة‎ 





0 . KO 
F(x) = ا‎ 0 > × > 1 
1 x2 [ 


هل (×)۴ دالة توزيع للمتغير العشوائی × ؟ 


الحل: 
من الواضح أن 1 > (۳0 > ۰0 وکذلك (۴)۸ متصلة من الیمین . وأن (۳0 
متزايدة فى *۰ وتحقق 0= ۴)٥١(‏ , 1-(1)6 ونقول إن الدالة (×) هی 


دالة توزیع للمتغير ×. يلاحظ أن : 0-(۳00 , < =(*۴)0 


وهذا يعنى أن (×)۴ ليست دالة متصلة عند ۰0 ومن ذلك ينتج أن الدالة (۴)۸ ليست 


دالة توزیع للمتفیر العشوائی التصل جيك یوجد القدار 
1 
2 
خصائص دالة التوزيع للمتغير التصل . وبصوره عامة فإن دالة التوزیع الساشة 
(×)۴ ليست دالة توزيع دائما لمتغير متصل أو لمتغير منفصل. وإثما دالة توزيع خليط 


وا 3 =( ۴)0 - (*۳00 عند النقطة 0. بيثما عند النقطة 60<» تحقق 800 


فال ۳ ۳ 
فی تجربة رمی قطعة نقود معدنبة مرة واحدة» كان × متغیر] عشوائیا معرفا 
على فراغ العينة 5 » وعثل عدد مرات ظهور الصورة (11). فراغ العينة هو (11,1) = 5 


اس نظرية الاحتمالات وتطبيقاتها 


ويمكن تعيين قيم للمتغير العشوائى × من نقاط العينة فى 5 هي 0,1 واحتمالاتها 
المقابلة هى : 


0 


P(X =0) = 5)]5[( 


1 


۱ 


P(X =1) = P({H}) 


يمكن الان بناء دالة التوزیم ز× €( كما يلي : 


O, ل)>ع‎ 
1 ۱ 
F(X] = gr 51 


1 . KET 


۳, ۳ المتغیر العشوائی المنفصل ودالة توزیعه 

يقال بأن المتغير العشوائى × منفصل (ع]015058) إذا كان یاخذ قيمًا منتهية أو 
قير منتهية قابلة للعد. فمشلا إا کان × متغیرا عشوائياء ویأخذ قينا یی 
لاو سے وا لا أو ظیر عسية وفايله تابن ی ای کا و هو ع ولا سل ۱ 
من أمثلة التغیرات العشوائية المنفصلة نذکر : عدد مرات ظهور الصورة 11 فی تجربة 
رمی قطعة نقود معدنیةء ومجموع النقاط الظاهرة على الو جهین العلویین لقطعتی 
النرد» وعدد وفیات حادث ماء وعدد الیکتریا فی كمية معينة من ا ماء وغیر ذلك . 
عکننا الات إعطاء التعریف التالی : ۱ 


تعریف ۳,۳,۱ (المتغیر العشوائی المنفصل) 

يقال بان التفیر العشوائی × منفصل» ادا كان یوجد مع × عدد منته أو غير 
منته قابل للعد من القيم دات الاحتمالات الوجبة» ومجموع هذه الاحتمالات 
الوجبة يساوي الواحد الصحیح . 


التغیر ات العشوائية ۶۷ ۱ 


تعریف ۳,۳,۲ (دالة المتغیر العشوائی المنفصل) 
إذا كان × متغیر! عشوائیا منفصلا یأخذ قیما ,۲ , ... , 2 , ,× » فان الدالة 
(ج) أو (ج)) العطاة بالصيغة 
و ج با ك1 و (: 2 2 )۲ 
۱ (۲0 


X#X. 


تسمى دالة احتمال (08ناهص] بانازداد۳09) للمتغير العشو اه ثى النفصل کو آو 
دالة الثقل الاحتمالية (همتاعصن mass‏ ityاprobabi)‏ للمتغیر العشوائى المنفصل × . 

تسمی القيم التي باحذها اش العشوائی المنفصل ,× ۷" و کم رک 
- ذات الاحتمالات الموجبة ومجموع احتمالاتها يساوي الواحد تی نقغط 
الاحتمال (ةاضلمم ityاprobabi)‏ أو نقط القفز (واصنهج منهناز). يعين الاحتمال 
( ;× = ۲)3 احتمال الحادثة بآن المتغير العشوائى النفصل × ا القيمة 2 
تعريف ۳,۳,۳ (دالة توزيع للمتغير العشوائی المنفصل) 


إذا كان × متغیرا عشوائيا منفصلا له دالة احتمال (×)۴ء فان دالة التوزيع 
للمتغیر العشوائی النفصل تعطی بالصيغة رم = F(x) = P(X > x)‏ 


حیث إن علامة الجممع مأخوذة على كل ;× ومی أقل من أو 
تساوی القيمة × لكل ( > 5۱). يمكن ملاحظة أنه إذا کان هه =× فان 


قيمة دالة التوزيع (×) للمتغير العشوائی المنفصل تساوی الوحدة؛ أي 
f(x; ) = 1‏ رخ = F(x = o)‏ 


تأخذ دالة التوزيع ۴)۸١‏ فى حالة المتغير العشوائی النفصل شكلا سلميا 
رتست دالا ان »)step function)‏ وهذا التمئیل البياني خطوط آفقبة بين 


۱:۸ نظرية الا حتمالات وتطبیقاتها 
كل قيمتين متتاليتين وبخطوة ارتفاعها ( ;»)۴ عند كل قيمة ;× (انظر الشکل رقم 


۱ نلاحظ من الشکل أن (×)۴ دالة مستمرة بين ا خطوات وثابتة . 


۲ (x) 
1 





الشکل رقم (۱, ۳): رسم دالة التوزیع (×)۴ . 
يمكننا الآن أن نورد تعریفا آخر للمتغیر العشوائی النفصل . 


تعریف ,۳,۳ (المتغیر العشوائی المنفصل) 

يقال بأن التغیر العشوائی × منقصل إذا كانت دالة توزیعه (×)۴ سس 
عند القیم المكنة لہ وابتة يما بیتها» وارتفاع كل خطوة عبد کل نقطة > 
هو احتمال الحادثة ×= × أي آن: 


التغیرات العشوائية E‏ 


تعريف ۳,۳,۵ (التوزيع الاحتمالي) 

نسمی الجموعة التى عناصرها الأزواج المرتبة ۱ د لک ...1.2 کا 
بالتو زيع الاحتمالى (probability distribution)‏ . 

يمكن وضع التوزيع الاحتمالى فى جدول يحتوي على القيم الممكنة للمتغير 
العشوائى × واحتمالاتها المقابلة ( ,×= × )2 = (:*)1 ۰ ويطلق على هذا الجدول 
اسم الدو 3 الاحتمالى (probability table)‏ . 





يمكن تمثيل التوزيع الاحتمالی رياضيًا وبيانيًا؛ فتمثيله رياضيا يكون فی إيجاد 
صيغة رياضية للدالة («)1 لكل قيم × الممكنة. وأما التمثيل البياني للتوزيع الاحتمالى 
فهو رسم محورين متعامدين بحيث نضع القيم 2 و + مه و |4 على المحور 
الأفقى» ونرسم خطوطا عمودية بارتفاع مساو لقيم (م*)؟ , ... , (1)*2 , (,×)؟ 
على هذه القيم. يكن كذلك تمثيل التوزيع الاحتمالی بواسطة المدرج الاحتمالی 


„(probability histogram) 


٢ )×( 


XK +1 2‏ ون شا س 2 × 0 0 


الشكل رقم (۲, 3)۳ رسم دالة الاحتمال .1٥(‏ 


۰ ۱۵6 نظرية الاحتمالات و تطبیقاتها 


إذا كان × متغیر! عشوائبا منفصلا له دالة احتمال (*)1 فان (۴)۸ محقق ا خواص 
التالبه : 

(1) لكل : جد أن 0 <(:)؟. 

۱ 2 f(x;) =1 (ب)‎ 


نلاحظ أن الخاصية ( أ ) تحدد أن احتمال آي ناتج من النواتج 2 اک خر أو 
يساوي صفرا. والخاصية (ب) تین أن مجموع هذه الا حتمالات عند کل القیم 
الممكنة × يجبا آن يساوي واحدا. 


نظریه ۳,۳,۱ 
(۴)۸ من دالة الاحتمال (×)۴ والعکس صحیح . 


البرهان : 
إذا كان للمتغیر 2 القیم ... ,وت ,| » وآن (*)1 معرفت عندئذ تکون: 
f(x)‏ ے < ()۳ 


۷ > . از 
J‏ 


الآن نفرض العکس؛ وهو أن (×) ۴ معطاة فعليه يكون : 
(x) F(x, - Lim F(x -h)‏ 
0 ب ۳ > 0 
j)‏ ۳۱ - ( )۳ ى 


إذن كن اشصول على لكل النقط ,× ولان 


سا 1 19ء xX#X;‏ ۲۷ 0= (۰10 ادن (×)] مو حودة لکل الا عداد الحقيقية . 


المتغيرات العشواثية ۱۱ 


مثال ۱ ,۳,۳ (مثال توضيحي للنظ ية ۱ ,۳۲ , ۳) 

فی تجربة رمي زهرة النرد مرة واحدة كان × يمثل عدد النقط الظاهرة على 
الوجه العلوی لقطعة النرد. تعطی داله الاحتمال (×)۴ ودالة التوزیم (۳ للمتغیر 
العشراتی 6 بالصیختین: 


س 


5,6 4 ,3 ,2 ,1 ع ز , = f(x)‏ 


6 


ض .1 
۱ ۱ 1 و ۱ ۱ 
90 ;23 ول فا زر و چ سم - ( رد)۴ 


من النظرية (۳,۳,۱) إذا كانت دالة الاحتمال (۴)۸ موجودة فیمکن ا لحصول على 
دالة التوزيع (۳ لاي قيمة × إذا كانت 2.5 -* وتکون : 
100 ,2 


XK‏ < .بل 
J‏ 


۳2.5( 


f(1) + f(2) 


|= 


aay 
سس‎ 


4 


واذا كانت (×)۴ موجودة فیمکن الحصول على (×)۴ لای قيمة ×؛ فمثلا عند القيمة 
۷-3 تد أن : 


|| 


F(X) f(3) = F(3) - Lim F(3 - h) 


0 عه > 0 


جخ بت وا ال سا سے ےھ 


۱ نظرية الااحتمالات و تطببقاتها 


نال ۹۳۰ ۳۴ ۳ 
آوجد دالة الاحتمال (التوزيع الاحتمالی) ودالة التوزيع لعدد مرات ظهور 


لصورة (11) في تجربة رمي ثلاث قطع معدنية متزنة. ثم مثل التوزیع الاحتمالی 
اتا 


الحل: 
يحتوي فراغ العينة 5 في تجربة رمي ثلاث قطع معدنية على 8 = ”2 نقطة 
عينة ويمكن كتابة : 
HHH, HHT, HTH, 11111, HTT, THT, TTT |‏ | = 5 
نفرض أن المتغير العشوائی × منفصل › ويرمز لعدد مرات ظهور الصورة 8 . القيم 
المکنة × للمتغیر العشوائي × هي 0,1,2,3 واحتمالاتها هی : 


f00 = f(0) = P(X =0) = P({TIT}) = 2 
f0) = f(1) = P(X = 1) = P(({HTT, THT, TTH}) = > 


f(x) = f(2) = P(X = 2) = P((HHT, HTH, THH}) = 


f(x) = f3) = P(X =3) = P({HHH}) = < 


يمكن وضع هذه العلومات في شكل جدول التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائی ×: 







| عدد مرات ظهور الصورة (8) .× 


۱ الاحتمال | 






۲): ( < F(3 2 





المتغيرات العشوائية ١07‏ 


د نحتاج إلى معادلة 7 رياضة لاختبار عدد × من ا (8) من 3 صور مقسوما 
على عدد نقط فراغ العينة؛ أي أن عدد الطرق المکنة لاختیار عدد × من الصور من 


3 صور يساوي | ) طريقة. 
عدد نقط فراغ العينة فى هذه التجربة 8= 2. ومن ذلك يمكن الحصول على 
المعادلة الرياضية التالية : 

3 

A 


f(x) = P(X = x) = - 3 


A 





3 
, Km0: 1. 2 











من النظرية (۱ ,۳, ۰)۳ ولان دالة الاحتمال («10 موجود فانه یکن الحصول على 
دالة التوزیع ( ا رھ = F(x)‏ كما يلى : 


۷ 5 ز× 
إذا كان 0 > فان : 
زعت PIX‏ 
إذا كان 1 > × > 0 فان : 


P(X > x) = P(X =0) - - 


إذا كات 2> £ ۶ 1 فان 


P(X > x) = P(X =0) + P(X =1) = + - 
: وبا ثل لقيم 3 > × = 2 نحصل على‎ 
P(X <x) = P(X =0) + P(X =1) + P(X = 2( - += 3 


وآخیرا إذا كان × 3 فان: 


۱۵ نظریه الا حتمالات وتطبيقاتها 


P(X > ( - SB = [ 
= 


الآن يمكن كتابة دالة التوزیع (۴)۸ فى الصيغة البسطة التالية : 


ÛU, XÛ 


]3 ک0ا 


ا 


Esl , ۶2 


3 22 ہے 


ج |مه تل إمن 


يمكن غثیل التوزيع الاحتمالی بطریقتی الأعمدة شکل رقم (۰)۳,۳ والمدرج 


مر () ؟ 
5/8 
4/8 
3/8 
2/8 
1/8 


١ ۷‏ ۱ 3 2 1 0 0 
الشعل رقم iN)‏ رسم آعمدة بقیم الاحتمالات (×)ا. 


التغیر ات العشوائية ۵ ۵ ۱ 


I(x} 


318 
PB 


15 





إن تجربة رمى قطعة نقود وماشابهها من تجارب لمتغيرات عشوائية منفصلة 
إلا أله قد یکون لدینا الرغبة آحیانا فى التعرف على نوعية التغیر العشواشي سن 
حيث كونه منفصلا أو متصلاء ول فلا الف السا عاق إلى التمثيل البیانی لدالة 
التوزيع العطاة لدينا. ويمكن تمثيل دالة التوزيع (×) كما بالشكل رقم (۳۰). 


F(x) 


1/ 8 


الشکل رقم (۵ ,۳). رسم دالة التوزيع F(x)‏ . 


۱1 نظرية الا حتمالات و تطبیقاتها 


يمكن ملاحظة أنه يمكن تمثيل التوزیع الاحتمالی بيانيا برس مالنقط 
((ر×)1, (x:‏ بينما التمثيل البياني لدالة التوزيع هو رسم النقط (xi: F(x:))‏ 

نلاحظ أنه يمكن الحزمء من التمثيل البیانی لدالة التوزيع (×) 7ء بأن ا متغیر 
العشوائی العرف على فراغ العينة 8 فى التجربة السابقة هو متغير عشوائی منفصل 
لان دالة توزیعه قالة سلمیة, 


مجان ۴,۳,۲ 

يعمل فى أخد الأقسام الأكادهيةبالجامعة 
ستة أساتذةة متهم 3 متعاقدين و 3سعودیین. 
راد اختيار أستاذين للإشراف الأكاديمي بطريقة عشوائية. إذا كانت لا تمثل عدد 
السعودیین الذین تم اختیارهم. آوجد التوزیع الاحتمالی للمتغیر العشوائی ۷ ؟ 


الحل : 
عدد الطرق التی يتم بها اختیار آستاذین من جملة 6 آساتذة هو 5 - | 3) 
ويحتوي فراغ العينة 5 على 15 نقطة عينة. لان الاختیار تم بطريقة عشوائية. 
فیمکن القول إن 5 فراغ عينة ذو احتمالات متساوية» وبلغة الرموز نکتب : 
ےو e.‏ 
دا مش 1 ۱۶ : ج- = ) P(E;‏ 


نفرص أن المتغير العشوائى ۷ يمثل عدد السعوديين المختارين ) وتكون القيم المکنة 
للمتغہ و هی 0,1,2 والاحتمالاات المقابلة هی : 


د )02 


چس 11318 س (0 = ۷ نت (عدم اختیار سعودیین )۳ 
2 


التغیرات العشوائية ۱5۷ 


یک إن هذه شتا طسو الخاد اعدم اختار سیھڈا' > 0۱ - ۷۲) هو 


وا اي أن ذلك يعني عدد الفرق المکنه لاختیار 0 من السعوديين و 2 من 


المتعاقدين . وبالمثال عکن إیجاد: 


.انا 
7 
رك 


)1= ۷۳ )19 5 > (اختيار سعودی واحد )۳ 
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© 


ات 


قفا رہ 


ت 


۷ - (الختاران سعودیان )۳ 


سا 


من اللاحظ أن الحادثة [1 = ۷) هو الاکثر احتمالا ویبدو معقولا لان عدد السعودیین 
يساوي عدد التعافدین. 

وحيث إن التوزيع الاحتمالی للمتغیر العشواتي النفصل ۷ هو دوال ذات قیم منتهية 
أو غير منتهية قابلة للعد فانه» كما هو ا حال فى ا ال السابق» يمكن عرض ذلك فى 
حدول وعشله بیانیاء ووضع ذلك فی صيغة رياضية معينة . 

الان يمكننا تکوین الجدول الاحتمالی التالی الذی یتکون من ((10, ۷) . 





يمكن تمثيل هذا الجدول الاحتمالی بالدرح الاحتمالی شکل رقم (,۳) التالی : 


١‏ نظرية الاحتمالات و تطیقاتها 


۲ )y( 





فرضناء في المدرج الاحتمالی» أن عرض كل مستطيل هو ا؛ فعليه تكون 
مساحته مساوية لاحتمال ۷ عند القيمة التى يتمركز عليها ذلك المستطيل ؛ فمثلا 
مساحة الستطیل الذي یتمرکز عند القيمة 0 مساوية لاحتمال الات 0-01 . 
من الطرق الا کثر فائدة لتمثیل التوزیع الاحتمالی لتغیر عشوائی هی ایجاد صيغة 
رياضية لذلك التوزیع. عکن كتابة الصيغة الرياضية لدالة الاحتمال (0] كما یلی : 


2 
5 


يمكن ملاحظة أن التوزيع الاحتمالی لهذا الثال يحقق الخواص التالية : 


20,2 لا , سرت ۴ ۳۷۰۳۲ 


التغیرات العشوائية ۱6۹ 


.0> ۵۸۵۱ ÛÎ) 
با اسار‎ 


ويمكن القول أن التوزیع الاحتمالی المثل بالدالة (40 هو نموذج تقليدي ولیس 
تقبل صحیحا ودقيقًا فى حد ذاته. 


متان 4 , ۳ ,۳ 

فى تجربة رمي زهرتي نردء إذا كان × متغیرا عشوائیا هثل مجموع النقط 
الظاهرة على الوجهین العلویین لقطعتى النرد. 

(1) ماالتوزیم الاحتمالی للمتغیر العشوائي × ؟ 

(ب) ضع التوزیم الاحتمالی فى جدول احتمالي . 

(ج) مثل التوزیم الاحتمالی ریاضیا . 


الحل : 
كما هو معروف أن فراغ العينة فى تجربة رمي قطعتي نرد يحتوي على 36 
نقطةء وهو فراغ ذو احتمالات متساوية؛ أي أن لكل نقطة عینة الاحتمال 2 ۱ 
وحيث إن × متغير عشوائي يمثل مجموع النقط الظاهرة على الوجهين 


العلويين لقطعتى الترد» فان القيم الممكنة التى يأخذها المتغير العشوائي ‏ وهي 
2 ,... , 2,3 واحتمالاتها القابلة حسب كما يلى : 


55 


f(2) = P(X =2) - ۶)]1,1(( = عد‎ 


f3) = P(X =3) -۶)]1,2[ , (2,1) = کے‎ 


(4) = P(X = ره‎ = P((1,3} , {3,1}, (2,2) == 


۱۹۰ نظرية الاحتمالات وتطبیقاتها 


= (1)5 , > (1)7 , > (1)6 ,` اہ = (5)] 


واكل : 3 4 
- (۲)12 | گرم ب ےہ (10)؟ , - (9)؟ 


(ب)يمكن عرض التوزیم الا حتمالی الاق فی الحدول الاحتمالى التالى : 


۱/36 236 336 4/36 536 6 





f() = P(X = x) | 5/36 4/36 3/36 236 6 


(ج) يمكن تثیل التوزیم أعلاه بالصيغة الریاضیة: 

- 6-۱7 
° 36 
من الطبيعي أن تجربة رمي زهرة النرد وماشابهها من التجارب هى تجارب 


عسو ائبه منفصله ‏ ولتوضيح ذلك عکن عثیل دالة التوزيع F(x)‏ بالشکل رفم 
(۳,۷) تمثيلا بيانيًا. 


گل وس ےنات = )ا 


F (x) 





الشکل رقم گید )۲ رسم جزء مین داله لتوزیع الا حتمالبه. 


التغیرات العشوائية ۱۳۱ 
من الواضح أن الدالة (10 سلمية وتصف دالة احتمال لتغیر عشوائي منفصل . 


مثال 8 ۳ ۳ 


إذا كان × متغيرا عشوائيًا له دالة التوزيع : 


¥ ے U‏ 
1[ >*>0 , 
ظ 2 
2ھ × >1 3 0 = F(x)‏ 
ک و 1 
از کے 3 1 
( أ ) تمثيل هذه الدالة بیانیا. 
(ب) الاحتمالات (4 > ۲ > ۳/2 , |2 < »۳ ب (1 ۳۱8 و (3 285 , 


الحل : 
ا کمک قثيل دالة التوزيع ز۷۸ سانا کما فى الشكل رقم (م ؟) التالی : 


14 : نظرية الا حتمالات و تطبیقاتها 





من الواضح آن الدالة 206 سلمية ولذا فان التغیر العشوائی تحت الدراسة متخسر 


عشوائی منفصل . 
(ب) لاحظ أن 


P(X <3) = Lim > ۱ ۱ 
۳۷ تت‎ 
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سس e‏ کی 0 - 

3 ۱ ۱ 01 ] 
تەی و 


يمكن ملاحظة آننا قد استخدمنا «حاصية الاتصال»؛ أى أنه لحساب احتمال الحادثة 
)م < |x‏ نحصل على : 


التغیرات العشواثية و 





۳) 2 > ( ۳ Lım | > 9-<( 


وآن احتمال الحادثة إا > 2) لایساوی بالضر ورة (۳)0 ؛ لأن (ط)۴ تتضمن أيضا 
احتمال الحادئة 9۱ < 2). 


| 


}1 > ۳/۶ - [1 > ۳/2 = إ۲)31۱ 


P| < ۱ -‏ نا - )۴)1 
| 11 ۱ وت هم [] 
FS E 3‏ 3۷ .سا 4 
جح وج دس 3 ملآ رل - 
86 یىی 5 ۲ ۱ سیت و 











| 1 1 ۱ 
2 - 1 - احج ۲۱2 
1 ۳۱ و 
ای ۷ 
< ات1 - 
3 
3 1 
بت سے سک سم > 
4 4 


Tk‏ نظرية الاحتمالات و تطسقاتها 





P({2<X <4} = F(4) - F(2) 

ای ا 

7 3 ۳ 
شال 1 ۳۰۷ 

إذا كانت دالة كتلة الاحتمال للمتغير العشوائى المنفصل × معطاة بالصيغة 
الر یاضبة : 
J X‏ 
لع ےم یقرت لسع . کے - رہ 


فاو جد کل من }0= PIX‏ , |2 < ۳126 


الحل : 


حيث ال 1 - (10 3 سس رج 3 3 1 
x = Û‏ *"*” () = ۲ 


۷ = Û 





چ س إن pt‏ 


۳) >2} = 1-P{x > 2( 


1 - ۳۱2 =0} - ۳۱2 = ]ا‎ - PX =2) 


|| 


1 


سی سے 
.وت . ۰۳۳۲ 
2 0 € 





لمتغيرات العشوائية ۱1 


قال ۰۷, ۳.۳ 

سحبت ثلاث كرات بدون إرجاع من صندوق يحتوي على 20 كرة مرقمة من 
1 إلى 20 ۰ وكان هناك توقع بان تحمل كرة واحدة على الأقل من الكرات 
المسحوبة رقما أكبر من 17. ما احتمال تحقق هذا التوقع؟ 


الحل : 
نفرض أن 2 عثل آکبر علد يمكن اختیاره» فیکون × متغيرا عشوانا یأخذ 
واحدا من القیم 0 ,...,3,4,5. عدد عناصر فراع العينة 5 هو ( 2 »> وهو عدد 


الطرق التي يتم بها اختیار ثلاث كرات من بين 20 کرة. ومن ذلك يمكن استنتاج 
دالة الاحتمال التالية : 
پ0 
2 


| ۹ 
0 
وذلك یعنی أن عدد الاختيارات التی تنتح عنها ا حادثة |1 = ×) هو عدد 
الا ختیارات التى ینتج عنها كرة تحمل الرقم 1 وکرتان آخریان حملان الارقام من | 


إلى 41-1 أي أنه يوجد لدینا | 2 )| ۱ | طريقة ممكنة. من دالة الاحتمال آعلاه 





= از )۳ 


عکننا الآن ایجاد مایلی : 


3 
3 2 
ا ا 
3 
2 
سبع کک لخاد کور قراخ 


۱11 نظرية الا حتمالات وتطبیقاتها 


0 
9 ۔ مت روج ۱۳۰۱۸ 
3 
0 
سس وں لضن 
3 


ادن نلاحظ أن الحادثة 17 2 (xX‏ هی احاد ا حوادث المنتخصلة 1 = xX‏ حيث 


20 
0 ,19 ,18 ,17 =1 أي آن: إ1 - 26 ل| = (17 < )۰ ویکون احتمال تحقق 
التوقع هو : 
20 0 | 
=i}‏ 2 - (-×الا P(x ۱7( - P|‏ 
1-7 ۱ 7 





0.105 + 0.119 + 0.134 + 0 
0.508 


٤‏ المتغير العشوائي المتصل ودالة كثافة الاحتمال 

یفترض أن يحتوي المتغير العشوائي التصل أو الستمر على كل قيمة ممکنة في 
الفترة [2,0] حبث > وتأخذ القيم. ر بيع على التوالى ؛ أي أن 6 
مم+ کا , وبعبارة آخری یسمی التغیر متصلا أو مستمرا ذا كان مجموع القیم 
المکنة غير قابل للعد. من آمثلة التغیرات العشوائية الستمرة نذکر: الاطوال 
والاوزان» ودرجة حرارة مکان ما» ومعدل نزول الطر» وزمن وصول القطار 
لمحطة ما؛ ومدة صلاحية جهاز ما. . . وغير ذلك . وکما هو الحال فى النفصل 
سوف تقوم بدراسة دالة التوزيع ودالة الاحتمال للمتفیر العشوائي التصل . 


المتغيرات العشوائية ۷ 


يقابل دالة كتلة الات حتمال للمتغیر العشوائی النفصل هنا فا يسفن لال 
كثافة الاحتمال density function)‏ ityاprobabi)‏ أو اختصارا دالة الكثافة . 


دالة التوزيع للمتغير العشوائى المتصل : 
دالة التو زيع )distribution function)‏ للمتغير العشو ائی المتصل و لتکن F(x)‏ « 
تعطى بالعلاقة الرياضية التالية : 
١‏ 
f(x) dx ¥ x‏ ۱ ے (× > EX) = P(X‏ 


حيث إن 0 < (1)2 فیمکن تمثيل دالة التوزیم (۴)۸ للمتغير العشوائی التصل بیانیا 
بالشكل رقم ٩(‏ , ۳) التالى : 





الشکل رقم (۳,۹). رسم دالة التوزيع. 


يتضح أن دالة التوزيع (۳0 لست سلمية وإغا هی دالة مستمرة أو عتضلة لكل 
النقط ×. 


۱۸ نظرية الاحتمالات وتطبيقاتها 


تعریف ۳,4,۱ (المتغیر العشوائی المتصل) 
يقال إن التغیر العشوائی × متغیر متصل إذا كانت دالة توزیعه (×)۴ مستمرة 


ويمكن اشتقاقها عند كل النقط ماعدا النقط المعزولة ۲011 1501160 فى المدى المعطى . 
والآن تعرف دالة كثافة الاحتمال للمتغیر العشوائی الستمر . 


تعریف ۳,۶,۲ (دالة كثافة الاحتمال) 
ادا كانت مشتقه (×)۴ موجودة وهی ۱ a‏ ` 


01020 _ Lim F(x + Ax) -F(x- Ax) 


ا 
ZAX‏ لا م اث (x) dx‏ 


تسمی (×)۴ دالة كثافة الاحتمال )probability density function)‏ للمتغير 
العشوائى المستمرء وتختصر عادة بالرمز (.۵.۴.م) أو اختصارا دالة كثافة . 
خو اص دالة کثافه الاحتمال (۴)۸: إذا كان × متغیر] عشوائيًا مستمر] أو متصلا له 
دالة كثافة احتمال (*)1 فانها تحقق ا خواص التالية : 

(أ) لكل النقط × نجد أن 0 < f(x)‏ 

(ب) لكل النقط عد ميل آن 1 = ٢ f(x) dx‏ 


(ج) احتمال أن يأخذ التغیر العشوائی × قيمة فى الفترة [0 , ©) و 4 > 
یعطی بالصيغة : 


rd C d 
P(c<X > d) = F(d) - F(c) - | f(x) dx - | (xX) dx = | f(x) dx 


4 ص - / م - 


وهذه تمثل المساحة نحت المنحنى f(x)‏ = ۷ محصورة بين ۲> × و 1 = بر 
كما فى الشكل رقم (۴,۱۰) التالى : 


المتغيرات العشوائية تو 





وبعبارة أخرى . يمكن وصف دالة الاحتمال (×)۴ على آنها دالة موجبة» والتکامل 
مأخوذ على كل قیم المتغير × الممكنة. و تمل احتمالات المتغير العشوائی فى فترات 
معينة بمساحات مناسبة تحت النحنی. 

يمكن ملاحظة أن احتمال المتغير العشوائى التصل عند أي قيمة معينة ۴ 
يساوي دائما الصفر؛ أى آن : ۱ 


۴ 
P(X =k) = | f dx =0 


وكذلك يمكننا ملاحظة آنه فى حالة المتغير العشواتى التصل × فإن الاحتمالات 
الأربعة التالبة متكافكة. 
<û} = ۳۸6 > ۸ > 0(‏ 2۸ > ۳6 ع زلوعز وعاط = (20 2 ع)۲ 


ال ۳۱6 (0 , ۳۵ = (ل ۲)٢,‏ 


PEG] 


۱۷۰ نظرية الاحتمالات وتطبيقاتها 


٣ ٤,۰ ۵ الب‎ 

إذا كان × متغیرا عشوائيا متصلا فانه هکن الحصول على دالة التوزیم (×) 
من داله كثافة الا حتمال (] والعکس صحیح . 
البرهان: 

إذا كان × متغیرا عشوائيا متصلا وله دالة كثافة احتمال (×)]ء عندئد يمكن 
5" 

ا حصول على دالة التو زیع (۴) بتکامل الدالة (×)۴ أي أن ×ة (×)) ۱ = F(x)‏ . 

وعلی الجانب الآخر إذا كانت ()۳ معطاة فان (۴)۸ هى مشتقة الدالة 
F(x)‏ ؛ أي أن : 





ro) = 0 


dx 
. لكل النقط × » حيث إن (×)۴ قابله للاشتقاق‎ 


ف ۱ ۰( ۳ 
أو جد مایلی 
( أ ) قيمة ‏ التی تبعل الدالة (×)۶ دالة كثافة احتمال : 


KX, 02 > 2‏ 
= (×)] 
خلاف ذلك , 20 


(ب) احتمال أن تتجاوز قيمتان من قيم العينة الواحد. 
(ح) دالة التوزيع (×) المرافقة للدالة (*«)1. 


الحل : 


: تسمى الدالة (»)۴ دالة كثافة احتمال إذا حققت الشرطين التاليين‎ )١( 


تتغیرات العشوائة ۱۷۱ 


])( < 0 , ۷ (۱) 


© ہے سج ان ٢آ‏ 


اا © 


الشرط الأول محقق عندما تکون 0 < ا؛ وسيتحقق الشرط الثانی إذا كان: 


dx = 1‏ )م ا 


آل 


کت 2 0 
أى أن f(x) dx + | f(x) dx + | f(x) dx‏ اس 
١‏ 2 0 هم - 
/ 2 0 
إذن 042 | + عل عط | + ج8 | | 
2 0 5 
وعلبه فان - 0 + ۱-0 
۱۱ 
۳ ۱ 
ومن ذلك نتم أن > K=‏ 
ادل : 
2 > × > 0 کے 


f(x) = ا‎ 


2 نظرية الا حتمالات وتطتقانها 


)×( 








ادن 


یج ہے جع سپ ری ۵1 


(ج) یکن الان إیجاد دالة التوزیع (۴)۸ باستخدام العلاقة التالية : 


ل f(x)‏ 1 ٭ (زرتے ۳۲۱ د F(x)‏ 


لا ی چو اد ار 


التغیر ات العشو اة ۱۷۳ 


x 
F(x) - | سی وس ہیں۔۔ قفا 20ج 0 تا‎ 


نہ 


إذا كان 2 > >0 فنحصل على 


۴7 1 

7 ط ا ۱ [) ء 

۱ 4 ۹ 4 

مك كت اد اه يحت | +0 |= FG‏ 
0 


واخخيرا ادا كان 7= × فان 





× ف 2 
F0 = | 0 dx + > dx + | 0 dx = 1‏ 
2 7 هن - | 
وبذلك تكون دالة التوزيع ۳6 هی 
Û ¢, FEL‏ 
2 , کے | - (۳0 


فا ۲۰۶۰۲ 
اذا كانت دالة الکثافة (1 هی 


x>0‏ , دم 


= (×)] 
لا کچ ے 0 
فلوس ما بای : 01 ET‏ (ب) قە زر 1 >5 >-0.5 )1 . 


الحل: 


( أ ) من خواص دالة كثافة الاحتمال نجد أن : 


۱۷ نظرية الاحتمالات و تطبیقاتها 


۱ ` O di 


ال س 


(0 ٢۴ جن‎ 
۱ I(x) dx + ۱ f(x) dx 
ا‎ 0 


0 3 
| 0 يرل‎ + | ke ”* dx 





























| *3-م 5 ۳ مقا 

| بيب 1 1 =k‏ عدن 3 k ١ 10 ۱ e‏ 
۱ 0 3- من جه ] 0 0 ہے ] 

-1 

نے ٭ E‏ تلایا 

3 + کے کس سے k‏ 
3سا وی م ہین 

k 

3 


۳ | درا 


التغیر ات العشوائية ۱۷۵ 


۱ 
رق “دبج 1 ع (1 >> 0.5) 





ا ۳٣ ١٣‏ 
اذا کان × متخیر] عشوائيًا متصلا بدالة كثافة الاحتمال التالية : 
lae) , 2‏ 
{X=‏ 
خلاف ذلك , 0 ظ 


فاو جد مایلی : 
( | )فة © 
.P(X> Da)‏ 


الحل: 


( أ ) من خواص دالة الكثافة الاحتمالية نجد أن : 


1= | 1 dx أء۔‎ (4x - 2x* ) dx 


لو عا - اس 9 


2 
= 1 (4x - 2× ( dx 
0 


۱۷۹ نظر ية الاحتمالات وتطبيقاتها 


ومن ذلك غد أن سے سا 5 
١‏ 3 ۳ 
(ب) ہے ه P(X > 1) = | 0۰-2 | ) 4 2۶ FOS‏ 
0 ۲ ۳۰ 


ادا كانت مدة صلاحية بطارية رادیو تمثل متغیر! عشوائیا × له دالة كثافة احتمال 
 , < > 1000‏ 0 


f) = | 100‏ 
00)] سے پا چا ات 


فما احتمال أن تستبدل بطاريتان من 5 بطاريات فی جهاز الراديو بأخريين خلال ال 
0 ساعة الاولی من الاستعمال؟ . 


الحل: 
نفرض أن تبديل آی من ا خمس بطاريات 5 ,4 ,3 ,2 ,ا -1 : E;‏ فى مدة 
ال 150 ساعة الأولى من الاستعمال قد تم بطريقة مستقلة. لاحظ آن: 
50 1 


r150 ۲ 
P(E; ۱ | OO dX = 100 | xX” dX 
100 


100 


ب | ںا 


وحيث إل الحوادث E:‏ مه مستقلة عن بعضها بناء على الفرضية السابقةف فتتا 


= ا3ا 


المتغيرات العشوائية ۱۷۷ 


تال هن ۳,۶ 
إذا كان × متغیر عشوائيًا متصلا عثل الفترة الزمنية» مقيسة بالساعات» التى 
يعمل فيها جهاز حاسب الى قبل الإصابة بعطل» وكان للمتغير × دالة الكثافة 


بارس 





f(x) = E عع‎ 
0 ۳ KÛ 


فأوجد مايلى : 

15 فلا 

(ب) احتمال أن يعمل الحاسب الالی فى الفترة الزمنیة بين 50 و 150 
ساعة قبل آن یعطل . 00 

(ج) احتمال أن يعمل الحاسب الالی لفترة زمنية أقل من 100 ساعة . 


الحل: 


( أ ) معروف أن 





۔ 
بو 100ع 5 f00 ax‏ | 
0 فت - 
سا 
7 ہے وا (100) 1 + 
1 


(ب) احتمال أن يعمل ال حاسب الالی فى الفترة مابين 50 و 150ساعة الاولی 
هو : 


۱۷۸ نظرية الاحتماللات وتطبيقاتها 


150 


وا 6۱00-- وق لات لے | - (150>(> ووم 


ساعة * 
۱ 0۵ء 
E3 #۳‏ 
وا 6100 -- يرق 1 | = )100 > P(X‏ 
0 ' 
35 ہے ام .1 نین 
قال 5ع 2 ۰ ۳ 


حلق طائرة حربية حاملة للذخيرة بشكل مباشر فوق سيارة شحن لنقل البضائع . 
إذا سقطت الذخيرة من على بعد 40 قدماء فان الشاحنة سوف تدمر وحركة المرور 
عندها سوف تتعطل . إذا كان × يمثل بعد الذخيرة الافقی عن الشاحنة ويوصف 
بدالة كثافة الاحتمال : ۱ 


٭۶7۔100 ۲ 
5000 





, 0 > x > 0 
(×د)]‎ = 


خلاف ڈللاگے , 0 


فما احتمال أن تعرقل الذخيرة حركة سير الرور؟ 


المتغيرات العشوائیة ۷۹ ۱ 


(40 > ۶)3 = (الذخيرة سوف تعرقل حركة الرور )5 





5 100 - x 16 
5000 25 
0 
۳ رای‎ 


إذا كانت داله التوزیع(×)۲ لتغير عشوائی متصل معطاة کالتالی : 


07آ 0 





[ +ع > (ا , 


فأوجد دالة كثافة الاحتمال 100 ثم آوجد بعد ذلك (1.5 > 3 )م 


الحل: 
من النظرية CE. ١(‏ وباستخدام العلاقة عد = (x)‏ نحصل على : 





ل 


[ ك × <0 ن 1 


f(x) = 2)3 - ود‎ , [>12 





حلاف ذلك , 0 


۱۸۰ نظ ية الاحتمالات و تطببقائها 


S15)‏ پت ۳-15 = و[ ۶ ام 





1.5 
اد _ 2 0 1.5- 
Ne‏ ہے ہو شا اب dx + | ie‏ 0 ۱ 
5 5 5ا۔ نف 
1 





0 
1.5 ی 2 1 2ہ 
e e Ta‏ 
| 7 3 | 0+0+4 
n 1‏ 2 2 
بس ہے گے ا E‏ کے وق لک کے 
1 ۲ و - 45 )چ + چ 





شاك ير ۷ ۳ 


۳ USES] 
: ادا كان × متغيرآ عشوائبا بدالة كثافة احتمال‎ 
0 خلاف ذلك‎ 


f(x) = 





فأوجد ما يلى : 


۹غ )+ - ]۳ 
(ب) | كاه 
1 سا 
05 |2 >> ام 
(ه) هاه 112 > ۳ 


الحل : 


التشیرات العشوائة ۸1 


من الواضح أن 0 < ۰200 وكذلك 1 = 45 (0] ۱ + أي أن (»)۴ دالة كثافة 


الا حتمال. 


5 


(ج) 


(د) 


بن = 


1 


۱ ۳ 
"| - | 2× dx = 0 


e3) عا‎ 
> | = | ۵ + 


۱ 
4 0 ۱ 
7 | | ظ 
dx‏ 0 | + | - |> 
7 
4 
سل 
بت -0 + ۱ ۶( | ب 
16 7 
1 
من بر" 97 1 2 2 0/1 
تس - | > 
4 
۱ 
و[ 
6 4 


۱۸۲ نظرية الاحتمالات و تطبیقاتها 


1|1 


5 > | نعلي تعریف الالال 


| > > 


سم | یں 





سے و ہے 
2 3 36 


٥‏ , ۳ التوزیعات المشتر که 
یسمی توزيع متغیرین أو أكثر من التغیرات العشوائية توزيعًا مشت ر کا اهذهز) 
(01511111105» ويسمى تو زيع متغير واحد عادة أحادى اقش زیع (unıvarlate)‏ « 
ويسمى التوزيع لتغيرين عشو ائیین بشنائی التوزيع (عندقة٠زط)»‏ ويطلق على التوزيع 
لثلانة متغيرات بثلاثي التوزيع ()11973138])» ویسمی التوزيع لعدة متغيرات عشوائية 
بالتو زیم عدید التخیر ات (multivariate)‏ . 
وفیما یلی نقدم تعریفا لدالة التوزیع المشتركة لتغیرین عشوائیین . 


التغیرات العشوائية ۱۸۳ 


تعر یف ۱ ,۵ ,۳ 

إذا كان 2,۷ متغيرين عشوائیین معرفین على فراغ العينة 5 ۰ فان الدالة 
(ز,«)۳ تسمی دالة التوزیع ا يبورين ۷,* وتعطی بالصيغة الرياضية 
( > ۷ ,×> )ص - (۷ , ۳)۷؛آي أن الدالة (ر×)۴ تعطى احتمال أن يأخذ 
المتغير العشوائى × قيمة أقل من أو تساوي × فى الوقت الذی يأخذ المتغير 
العشوائی لا قيمة آقل من ن آو تساوی ۷. تسمی (ل,×)۴ أحيانا توزيعًا مہ مقع ها للکئی نت 
العشوائیین ۲ , × أو دالة توزیعهما الشتر که . 

حقق دالة التوزیم الشترك (,×)7 نفس خواص دالة التوزیع لتغیر واحد. ومن 
هذه الخصائص مایلی : 





Lim ۳) (۴) , 1ع(ه‎ (Î) 
مه جب‎ 


66 م ۷ 


Lım F(x, y) = F(x , -) = 0 F(x, y) = ©) , ۷( =0 


الات وه ار ۱ ۱ يه ب ۷ 


(ب) (۷, )۳ دالة تزايدية فى 2,۷ ومتصلة من جهة اليمين. 


(ج) إذا كان رلإ> ,۷ , و > ,+ فإن: 


۳, >> رہ‎ EFE yo] عخکےورعاقڑڑھاہ‎ Y2) - P(X < :و‎ ۷ > y,) 


0 
۷۱ > ۷ , رع > )۳ + | و۷ > ۷ . بل« > ۳26 - 


FFX. ۷۲۱۱20‏ زولا ۱ - إلا و )۳ - )¥2 , Fx;‏ = 


شگالن:۱ ۲,8 
ني تجربة رمي زهرتي نردہ يمكن كتابة فراغ العینة 8 بالطریقة التالیة: 


۱۸ نظرية الاحتمالات وتطقاتها 


| 1467( فد ها ع ع ے 3 ۱3:1 
| رای و خ 2 ع لا ٢‏ ل2 
وج جب و سی یی ابید انا ف 
SEB (6,6)‏ 7 2 و6) (6,1) ۱ 


ومن ولك عکن إيجاد دالة التوزيع المشتركة (۳6,۷ لأي زوج مرتب (۷,×) 
روک ۲ ث 5:2 ۳۱۸ 


F(2 ,3( 


- P(1,1) + ۳)1,2( + ۳)1,3( + P(2,1) + ۳)2,2( + ۳)2,3( 


۱ 


وحيث أن لكل نقطة عينة فى 8 نفس فرصة الظهور أي أن ۳ < (۷ , )۳ 


1 6 
ویکون ا ۳ َ0 


وبالثل یکننا ایجاد (2 > ۷ > 1 , 3> ۳25 كما يلى : 
P(2,1) + P(2,2) + P(3,1) + ۳)3,2(‏ = (2 > ۱۷ , 3> > 2)م 
36 


نإف 


اس 8 لاوح وس وسے و وب 
تعریف دال را للقد گا فة ال 


بن و“ 
م 


۳) , ۷( PIKE , ۷ > 1( < 


f(x,y) 


ده 


۱ 
| 


y=‏ لے 


حيث إن (۲,م)؟ داله الثقل الاحتمالية المشتركة للمتغيرين 


التغیرات العشوائية 06 ١‏ 


تعریف ٠,۳‏ , (دالة التوزيع المشتركة لمتغيرين عشوائيين متصلین) 

لأي متغیرین عشوائيين متصلين ۷ , × معرفين على فراغ عينة 5» وكانت 
دالة الكثافة (1)*,۷ مو جبه فان دالة التوزیم الشتر کة للمتغیرین ۷ هی (,)۳ 
وتعرف كما يلي : 
لأي عددین حقیقیین ۰۷ رل »كه ز٤‏ | | = (۳ 


سمی التغیرین 2,۷ فى هذه ا لحالة بالتغیرین التصلین الشترکین» وسمی الدالة 
(۷,×)) داله كثافة الاحتمال المشتر که الٹی سنتعر ضص لها بعد قليل . 


تعریف ۳,۵,6 

نفرض أن ۲ , × متغیران عشوائیان منفصلان معرفان على فراغ العينة 5 فی 
تجربة ما . إذا كان × یأخذ القیم یلیڈ وکان لا یأخذ القیم ,لا ,۷۷ فان 
احتمال أن المتغير العشوائي × قيمة × ويأخذ المتغير العشوائي ۷ قيمة إلا می 
(لا.؟) أو ,۰ ويعطى بالصيغة الرياضية : 

اوہ روا ژر لا 1 لے روگ اٹ رمع بزو , ,۲ 

تسمی (6:,۷) أو ,۳ فى هذه ا حالة بدالة الاحتمال الشترکة للمتغیرین 

العشو ائیین المنفصلين لآ ,× . 


تس یف ۵ ,۳,۵ 
إذا كان 2:۷ متغیرین عشوائیین منفصلین معرفین على فراغ العينة 5 فان 
دالة الاحتمال المشتركة للمتغیرین ۷ ,× تعطی بالعلافه : 
رہ ۷ و عرسعز ۳۱ ع (۷ و )۲ 
كما هو الخال فی التوزيع الاحتمالی لتغیر واحد» فان التوزیع الاحتمالي المشترك 
(الاحتمال الثنائى) لتغیرین يحتوي على كل الازواج ا مرتبة ( رلا , :*) واحتمالاتها 
المقابلة ( ۱17 )1 يکن عرضه باخدول التالى : 


۱۸۹ نظر ية الاحتمالات و تطبقاتها 


(Xi) ۰. 
(Kaya) = 


۲): 2( ۰. 


]) +۷۵ ( 5 





يمكن كذلك تمثيل التوزيع الاحتمالی المشترك لتغیرین رياضيا فى صورة صيغة أو 
علافة رياضية للدالة (۷, *)1. 
دالة الاحتمال المشتركة (۷,×)) لمتغيرين منفصلين حقق الخاصيتين التالیتین: 
(61 اکتا ا رواج ال قا وبلا © عة 
لا سرڑہاےے ... ر2 و[ < 1 و آن 0 < زولا , AR;‏ 


ل 
[ ۲ 


والآن نعرف دالة الاحتمال الشتركة لتغیرین عشوائیین متصلین؛ ثم نورد 
بعض الامثلة علیها. 
تعريف ۳,٥,٦۱‏ 

دالة الاحتمال الشترکه لتغیرین عشوائیین متصلین هی الدالة التکامليتة 
(۷ , ×)1 التی محقق ا خواص التالية : ۱ 

(1) لكل الأزواج الرتبة (ر,») نجد أن 0< (ز, »). 


۱ | f(x,y) dx dy =] (ب)‎ 


المتغيرات العشوائية AY‏ 


2 0 
P(a >> , ء٤۷‎ <d) = | 1 ول ۵ زوع‎ Û 


X fJ 
F(x, y) = | | يمكن ملاحظة أن دالة التوزيع المشتركة ۵۷ »دك (, »)؟‎ 
تو صف بأنها دالة مستمرة وتفاضلية؛ أى يمكن اشتقاقھا عند كل النقاط ماعدا النقاط‎ 
العزولة. تسمی مشتقه دالة لتوزیع بدالة كثافة الاحتمال الشت که؛ ای آن‎ 


| (۷: )۳ 02 
زج )۲ 05 پل ۱ے 


قثاله ۳٣8,۴‏ 
یوجد فی مركز ا حاسب الالی نوعان من الأجهزة العاطلة؛ أي جهاز معيب من 
النوع ۸ وجهاز آخر معيب من النوع 8. اختیر جهاز بطريقة عشوائية وبناء على 

ذلك عرفنا التغیرین العشوائیین 2.۷ کمایلی : 


الجهاز من النوع 8 1 5 اخهاز من النوع ۸ ۴ 1 7 





خلاف ڈلاگف ,0 حلاف ذلك ,0 





)١ (‏ اله التوزیع لے که رو اج 


۱۸۸ نظرية الاحتمالات وتطسقاتها 


(الجهازان سلیمان) ۳ . 


الحل: 
UP‏ باستخدام تعر یف دالة التوزیع الہ که 
f(x,y)=P(XSx, YSy)= 2, 2 f(x,y)‏ 
رز | 


يمكن بناء دالة التوزیم الشتر کة التراکمية (۷, )۳ كما یل : 


لها زا بر او کل ان 0 > ۷۱ , )۲ . 
يلها اجو لاک يد کیا نے (۷ : )۳. 
قظدفا 21 ۷ 01 فد أن دم > (۷ , )۳ . 
غلا 1ت ق8 , 1< ۷ بل ان دم < (۷ , *)۲. 
تما 21 7, 21 2 خذ ان 1= (۷ , F(X‏ 


الآن يمكن كتانة دالة التوزيع | کے که ( , ۴)۸ كما یلی : 
لا , KEV‏ بو 0 
:و لا . [ P| FESS‏ 

1 ج9 1 2ؤ کل ¢ Ba‏ 


1 2 3 و REI‏ ۰م ہق 





(ب) من الخدول الاحتمالى يمكن ایجاد قيمة الاحتمالات الطلوبة : 


۱ = (2)0,0 = (0=ر , ۳۷-۵ = (الهازان سلیمان)۳ 


2 - و = (2)1,0 = (0=ر , ۳)<1 = (آحد اطهازین عاطل من نوع ۲)۵ 


التغیرات العشوائية ۱۸۹ 


تال ۳ 8 ۳ 
اذا كانت دالة كثافة الاحتمال الشتر که (۷, 1 لتغیرین متصلین ۲١‏ , × معطاة 
كالتالى ۲ 


1 اپ ج02 , EY‏ ۱ 
ے ( ۷ , )۲ 
حلاف ذلك . 0 


فأوجد دالة التوزيع المشتركة . 
الحل: 

باستخدام تعر يف دالة التوزیم الشتر که اس يك ما ۲ یہ 2 
F(x, y) = |‏ 


يمكن بناء دالة التوزيع المشتركة (لا, »)۴ كما يلي : 
عندما 0 > 0,۲ > × فإن: 0=(ل,»)۴. 


۸ 


5 
۱ f(x,y) dx dy 


عندما تكون 1> ۶0,3 فان: 





۱ 3ع الا‎ x 2 2 
(لا,ع)ط‎ = / (sS +t) ds dt = ت + و‎ 
E E TT 
2 2 8 


۱ مر‎ ۸ ۷ ۱ 
۳) , ۷( = 1 ۱ )5 + t) dS dt - | | )5 + )( 5 dt 


EL ار‎ FY 
= — + )| 0] < 
سه زوج با‎ 


عندما تکون 1 < 0۱,۷ فان : 





۱۹۰ نظرية الاحتمالات و تطبیقاتها 


1 ۱ 
۳) ,۷( = / ۱ )5 + Û ds dt 


ge 


2 





عندما تکون 1 < 1,۷ =× فان 


۲) , ۷( 


/ / (Ss + )( 1 
2-31 


يمكن تلخیص داله التوزيع المشتركة للمتغيرين المتصلين ۲ , × کالتالی : 








0 , #20 „YSU 
بوك‎ + ۷ * 

1پ _ UCK‏ .ع 

ظ في ۱ 
1ص او ‏ 1ک ع 5 اعد (۷ FX‏ 
21 نے چو ۱ رت 

2 

[ دلا ی توا | 


مال ۳ 
إذا كانت الدالة التالية تمثل توزيع بعض الحزئيات الشعاعية : 


(Y1 . زولا‎ > 


المتغيرات العشوائية ١ 4١‏ 
فاوحد : 
Cl‏ 31ب ۳۱02 
(ب) (0.5 > ولو لا ى SES‏ و کے 0.1 . 


الحل: 
وھ من تعریف دالة التوزیع الشترکة نحصل على : 


۵ 0.4 ۱ ۱ 
ولاك dy,‏ (ولا, 10 ۱ ا = ( 0.4 F(0.2,‏ 


2م 04 ۱ 
dy‏ 0۷ [ | ہے 


وا ( 





04 
۱ 002 
8ھ ولاك مارا |= 
0 


5 
F03‏ 0.5 / 58 
دل 4۷ ( رل ء ,۲/۷ ۱ ۵ [ ۷.3 کر ک 0۵ و ۲0۰180 
0 ۱ 
3 05 
dy, AY»‏ ۱ | | - 
0 0 
0.1 = 


مثال ۵ ۵ ,۳ 
حتوی علية دواء على 3 حبات آسبرین و 2 تایلتو ل و 4 بانادول . عثل × 


١‏ نظریه الا حتمالات وتطبیقاتها 


عدد حبات الأسبرين ويمثل لا عدد حبات التايلنول. إذا سحبت حبتان من العلبة 
بطريقة عشوائية» فأوجد دالة الاحتمال المشتركة للمتغيرين ۷ , 2. 


الحل: 


نلاحظ أن فراغ العينة 5 يحتوي على 36 - | و ) نقطة عينة. 


من الواضح أن یاخذ التغیر العشوائی × القیم ۰0,1,2 وکذلك يأخذ التغیر 
العشوائی ۷ القيم 1,2 ,۰0 وتأخذ (6,۷) القیم (0,2) , (1,1) , (1,0) , (0,1) , (0,0) 
ا 

الان نريد إيجاد دالة كثافة الاحتمال المشتركة (ر, »)۴ لكل قيمة (لإ,»). 

فمثلا لا یجاد الاحتمال القابل للزوح الرتب (0 ,0) = زع تد آن: 


۱ 


2 ۱ / ۱ 
0 , 0( = P(X =0 . y-2 


حيث ان الحادثة ۱ ۷ 1 0= 2 | ا" عدم الحصول على آسبرین وتایلنول . 


د_ آنا 


BE 


زی 


سب ہ 
r‏ 


1 
6 


۱ 


وهكذا باتباع نفس الطريقة يمكن استخلاص الحدول الا حتمالی التالی : 


f1 ,0=P(X=1 , ۷ - (( = - 5 


التغیرات العشوائية الف 





وبصورة عامة يمكن التعبير عن الدالة (لا, ۴)۸ بالصيغة الرياضية : 





0 - س ( , 5)] 


تسمی (۷, ا دالة الاحسمال الشترکة للمتغیرین ۷ , ہے 
مکن آیضا إيجاد قيمة دالة التوزيع الشتر كة (۳),۷ لكل زوج مرتب (5, ×)؛ فمثلا 


۳3+ وو ک یا 122 راغ 


٢٦1 , 1( - ۳) > 1 , ۷۲ >1( = ۶0 ,0( + ])0 ,1( +)1 , 0( + ۶)1 , 1(‏ 
ا ا و 
٩ 6 9‏ 9 6 ` 


کھج ہی ,۳ 

یحتوی صندوق على 3 كرات سوداء؛ وكرتين حمراوين »و 3 كرات حضراء. 
سحبت کرتان بطریقة عشوائیه من الصندوق. اذا كان × يرمز لعدد الكرات 
السوداء» ۷ يرمز لعدد الکرات الخمراء؛ فأوجد : 

5 ) داله کثافه الا ختمال الشتر که (۷, )1 . 

(ہے) الاحتمال (1 > ۷ + ۲۱۶ . 


۹4 نظرية الاحتمالات وتطبیقاتها 


الحل : 

نااحظ ان فراغ العينة 5 فی هذه التجربة سوق قلي 
8۔ | 5 نقفطه .ےو ومن الواضح ال القيم امفيك ده للعتغير 
العشوائی × هي 0,1,2 والقیم الممكنة للمتغیر العشوائى ۷ هی 1,2 ,۰0 
ويأخذ الزوج المرتب (لا,:) القیم (2,0) , (0,2) , (1,1) , (1,0) , (0,1) , (0,0)» والان 
نرید ایجاد داله كثافة الاحتمال الشتر کة (ر, ۶ لکل زوج مرتب (,*)؛ فمثلا 
لایجاد احتم-ال الزوج الرتب (0,0) مجد أن (0= ۷ , 0= ۳/2 = (0,0)] 
حيث إن الحادثة | 0 = ۷ ۲ 0= × |هی عدم وجود كرة سوداء وعدم وجود كرة 
حمر اء ؛ وهذا يعنى ظهور كرتين خضراوين نتيجة للسحب . 


تحتوي هذه الحادثة على 3 = | 2 ]| 0 || ج | نقطة عينة» ومن ذلك نحصل على 


ےی هلان ۳ , قد يومد 0ر0 


1۱ 8 
1 


وبالثل للزوج ا مرتب (0,1) نکتب 


[عدم وجود كرة سوداء وكرة حمراء: عدم وجود كرة خضراء)2 = (1 - ۷ ,0 = 2 = (0,1)] 


3 


2 


وبالمثل آیضا للزوج المرتب (۰)۱,1 نكتب 


الس 
تحت 


نگ 


[كرة سوداء» وكرة حمراء؛ عدم وجود كرة خضراء)۳ = (۱ ۲ ,1= )۳ - (1,1)) 


۱۱۱۱/۵۱ _ 


2 
28 28 


التغیر ات العشوائية ۵ ۵٩‏ ۱ 
و کذلك ر سے معا 


(کرتین سوداویتین فقط) ۶ 


سک 
س 


208 28 


f20) - ۳) 2,۷ =0) 


نفس الطريقة یکن إيجاد احتمالات القیمالبقيق. ومن ذلك يمكننا استنتاج دالة 
كثافة الاحتمال المشتركة (ر,×)۴ كما ھی مبينة فی الحدول الاحتمالي التالي : 


10) 0 (02) (20) 


328 ود 





یا نحذ لکا العالى: 





عکن تمثيل دالة كثافة الاحتمال المشتركة ((,)؟ ریاضیا ودلك بایجاد صیغه رياضية 


2 > 1+۷ > لا .2 .ا ڑا ے (x, KY‏ 


وا 


١7‏ نظرية الاحتمالات و تطبیقاتها 


الأزواج المرتبة (1,0) ,(0,1) ,(0,0) فعليه يكون: 


(ب) لإيجاد قيمة الاحتمال (1 > ۷ + 7)7 قد نلاحظ أن ۱ +× لكل 


PR 29م‎ = OO + )0,1( + ۶)۱,0( 


کے ےت 
وو ° 28 28 
کے ى 
14 و 


مٹال ۷ ۵ ۳ 
ادا كانت الدالة ا لشتر که لتغیر بت معطاة كما یلی : 





f(x,y) - 


۳ ) اختبر أن الدالة (ر ,)۴ دالة كثافة احتمال مشتر کة. 


(ب)_ آوجد الاحتمالات التالبة: (۷>3+() ۳ , >۷ .+ > |م. 





الحل: 

من العروف أن دالة كثافة الاحتمال الشترکة 1,99 يجب أن تحقق الخواص 
التالبه : 

۲) , ۷( 2 0 (۱) 


۳ 3 f(x, ۷( dx dy = 1 (۲۱ 


CH‏ من الواضح أن 20 (۷ , ×)] لكل النقاط ,٭× وکذلك 


التغیرات العشواثية ۱۹۷ 





1 
وت ںہ ليد 
حير 
ن0 
[ 
رر 
۳ 
سیب 
اس 
ع 


5 
ع “)و 
 - ۷‏ - 5 و کے 
23 -_ = | سب > — کے ور | 
P(x ۳۰ ۷5| ۲ 0۵ ۳‏ 
= 
2 , 
۵ 73 7 1 
dx‏ ا 1 
0 


فی 


٩۸‏ ۱ نظر یه الا حتمالات وتطبيقاتها 


»× - 43م 
۱ 
وى بل لک ۱ | - ۷5۱ +3) 2 
۱ 0 


|| 
نے | مج 
بسح 
Gr‏ 
ره 
یی 
س 
رگد 
> 
از ۳ 
سی 
رح 
ید 





مثال ۸ ۵ ۳ 
إذا کانت دالة الکنافة الشتر که لتغیرین عشوائیین ۶,۷ تعطی بالصيعة 
الرياضية التالية : 


ص > > 0 , م > > 0 , ل4م ام 2 
(x,y) =‏ 





خلاف ذلك 0 
فأو جد الاحتمالات التالبة : 
)€ 1,۷۲1 <)۳. 
(ب) ھتاھ 
)ج( .P(X<a)‏ 


التغیرات العشو ائنة ۱۹۹ 


الحل: 


سك 
بل ل لج ام 2 ۱ | = )1< P(X>1,Y¥‏ 
١‏ 0 
7 ۳ ۱ 
رم لاج 2 / - 
(1-672) كم = 
رو جو 9۷ء 2e*‏ | | = رو »ل لم e*‏ 2 ۱ = ۷۱ > )۳ 
0 0 * > ۷ 
(ب) ۱ 
dy = ۱1‏ نک و | - dy‏ لام2 ۱ ۳ ول |0۱ - 1) 2 - 
3 0 0 
ا 5 
۷ جل 6 286 ۱ | - P(X <a)‏ 
0 0 
(ح) 
3 
e * dx = 1-e“‏ | -َ 
0 
یتال ٩‏ , ۰۵ ۳ 


إذا كانت دالة كثافة الاحتمال المشتركة لمتغيرين 2,۷ معطاة کالتالی : 


ذه جك يز ک اڑا 6ه ع2 ۳ , دم 
وس روا 
خلاف ذلك ۱ 0 


فأوجد دالة كثافة الاحتمال للمتغير العشوائى 2/۷ . 


۳.۰ نظرية الاحتمالات وتطبيقاتها 


الحل: 
نوجد آولا دالة التوزیع للمتغیر العشو ائی ۷ كما يلى 


2 ۱ e+) dx dy 


55 اق ہن 
dy‏ ۷م (لاقدج ‏ 1) ۱ = e YY) dx dy‏ ۱ 
0 0 


(arly ۳‏ 
1 ۲ سیۓ ق کے 
a + 1‏ و 1 3 ۱ 


باشتقای داله التوزیع (۳6۵ نحصل على دالة الكثافة للمتغیر العشوائی 2/۷ : 
1 

مه > و >0 . سس (۵) 

A 2 

(1 + a) 


|| 


Fx (8)پ,‎ 





لاد 


سز | مه 


|| 
ا 





1 


ملاحظة ۱ ,۳ يكن تعميم دالة التوزيع ودالة الاحتمال المشتركة لعدد « من 
التغیرات كما يلى: 
( 1 ) |ذا كان لدینا عدد من الس ات العشواثية اللفصلة .1 ,... ,ر26 ,26 
فان دالة الاحتمال الشركة لهذه التغیرات تعرف بالصيغة 
AK,‏ ویو سوط F(A XK‏ = 5 وه (Xj: Kas‏ 
وتعطى دالة التوزيع المشتركة كما یلی : 


رلک یھ وده بولگ مرگ )2 = ( × ہے وروا ۴)x‏ 


ZA heel‏ ہے Jy‏ بے 


كلك ا > دآ > را 


لا ات العشوائية ۳ 


(ب) عکن تعریف دالة التوزیع الشتر که (مڈ ,... وڈ ,)1 لعددم من 
المتغيرات العشوائية التصله کالتالی : 


| وکود 5 وک 2 Xn) = ۲۳) 2 SX:‏ و X2+‏ مس 


با ملاع FA‏ 
ا سس ياب | ٢‏ 2 . 


يمكن كذلك إیجاد داله الاحتمال المشتركة للمتغيرات المتصلة كما يلى : 


ga" F(X, بے و۸2‎ 2 ( 
(X1, مھ( 0 ۰ > ہی بو‎ ... Ox 
e 


مال ۱ ,۲,۵ 

فی تحجربة رمي قطعة معدنیه عدد ۱ من الرات» كان التغیر العشوائي ,× 
عثل الحصول على صورة 11 فى الرة الاولی» والتغیر العشوائی ر ×يثل اخصول 
على صورة 11 في الرة الثانیة وهکذا يمثل المتغير العشوائي ,6 الحصول على صور: 
1 فی المرة 3 م دالة كثافة الاحتمال المشتركة العرفة على الفراغ الاحتمالى لهذه 
التجربة؟ 


الحل: 
من تعریف دالة الاحتمال المشتركة لعدد « من ا متغیرات العشوائية المنفصلة 


SEE‏ ظ 
717 - ( و وت (Xs Xas‏ 


حيث إن احتمال ظهور الصورة فى القطعة العدنية التزنة هو > ۱ 


۳۰ نظر یه الاحتمالات وتطبيقاتها 


OTOL 
إذا كانت دالة كثافة الاحتمال المشتر که للمتغیر ات العشوائية التصله 2,۷,2 معطاة‎ 
gE ERG, فو وھ کے وا وه ل‎ 


f(x, ۷ , 2( =‏ 
خلاف ذلك ۱ 0 


فاوجد دالة التوزيع المشتركة للمتغیرات 2 , ۷ ,۸ . 


اخل 





گعطیرات کے کم کا ھی 
(2 >2 ب 7ع ۷× > را ۳۱۳ 
( ہت سے برضن )7 = ( ۳,۷,2 


E |‏ بو 
du dv dW‏ ۷۳۲۰۳ "عم | ا ۱ 5 
0ا ول م 


۲ (قام - م []( کچ‎ UST 


5 


أى إل . 


1-1 - ڑے ع2 ل . [2ج - 1[)(ء‎ , I 
۳۶ , ۷ , 2( = 
0 , حلاف ذلك‎ 


من الملاحظ أنه يمكن إيجاد دالة كثافة الاحتمال المشتركة (2 , 8,۷ كما يلى : 


ری ٣)۷‏ 03 22 
ی -(2 .ر ۸ 


المتغيرات العشوائية ۳ 


٦‏ التوزيع الهامشي 

يمكننا الحصول على دالة الاحتمال الخاصة بالمتغير العشوائي × ودالة 
الاحتمال الخاصة بالمتغير العشوائي ۷ من (/إ,<)1 وتسمى هذه الدوال «دوال 
احتمال هامشيةة للمتغيرين العشوائیین ۴:۷ ویرمز لهما بالرمز 480 ,403 على 
التوالی . 

حصلنا فى الثال (۳,۵,۵) (مثال علبة الدواء) على ابحدول التالی الڈی 
يشل دالة الاحتمال الشتركة للمتغيره ۱ 





نفرض أن لدینا دالة جديدة (×)۴» وباستخدام الجدول الاحتمالی السابق عکن 
تعریفها عند كل قیم × المکنة 0,1,2 كما يلى: 


f(x=0) = 1)0,0( + 1)0,1( + 1)0,2( = 1/6 + 2/9 + 1/36 - 2 
(1عع۲‎ = UO + 6115 + (2,ق‎ - 1/3 + 1/6 + 2 


f(x=2) = 1)2,0( + 1)2,1( + ])2,2( = 1/2 + 0 + )< 2 


وباختصار یکن تعریف (1)5 كما یلی : 


f(x) = f(x,0) + f(x,1) + f(x,2) = 2 





2 1 نظرية الاحتعالات وتطيقاتها 


وبالمٹل نفرض أن لدينا دالة أخرى هي (10 ويمكن تعريفها لكل قيم لا 
الممكنة 0,1,2 کالتالی : 


٦‏ 8 8 ة8 
جد سح + +2 - (1)2,0 + (1)1,0+ )0,0( - )0= ر)) 
7 ا 2 000 
وب > 0 + 2 + بج = (1)2,1 + f(y =1) = f(0,1) + f(1,1)‏ 
1 ا oe‏ 
سح = 0+ 0+ عد = )2,2( + f(y = 2) = f(0,2) + f(1,2)‏ 


أي أن الدالة (ر)٤‏ تعرف كما یلی : 
2 


f(y) = f(O,y) + f(1,y) + f(2,y) = ره‎ f(x,y) 


فى هذه الخالة تسم الدالة (×)) دالة احتمال هامشية للمتعم العشوائي 5 او اسا 
الدالة (۷)؟ بدالة احتمال هامشية للمتغير العشوائی ۷. 
من الال التوضیحی السابق عکن اعطاء التعریف التالی : 


تعريف ۰,۱ ,۳ (دوال الاحتمال الهامشية) 
ادا كان ۷ , × متغیرین عشوائيين منفصلين» ودالة الاحتمال المشتركة لهما (۷,×)؟ 
فان دوال الا حتمال الهامشية للمتغیرین , العشوائیین ۷ , × تعرف على التوالی کمایلی : 


لاس 


])×( = 2 f(x,y) 
y= - بت‎ 


بت 


1 مش = (1۷)] 


التغیر ات العشوائية ۵ + ۲ 


کون حالة کون , ۶ متغيرين عشوائيين متصلین ‏ و دالة الا حتمال الشت که 
(ر ,»)فان دوال الاحتمال الهامشية للمتغیرین 2,۷ تعرّف على الترتیب كما يلى : 


])×( = 1 0 , ۷( dy 


1)۷( = 1 0 , ۷( dx 


مشال ۳,۹,۱ 

فى تجربة رمی زهری نرد» كانت ,۷ قثل عدد النقاط الظاهرة على الوجه 
العلوی لقطعة النرد الأولى» وکانت ولا ثل عدد النقاط الظاهرة على الوجه 
العلوی لقطعة النرد الثنية . آوجد دوال الاحتمال الهامشية (۰۶/۷2 (,1)۷. 


الحل: 
من العلوم أن فراغ العينة 5 فی هذه التجربة يحتوي على 36 نقطة عينة» وکل 
نقطة لها نفس فرصة الظهور أو الحدوث. ويكون 


(۶)1,6 + (1,5)) + (1,4)] + (1)1,3 + (1)1,2 + (1)1.1 = (اصز)] 


کی ہے ےج جورخ و کی سے 
6 36 ”° 36 36 
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۲)۷,<2( = f(2,1) + 1)2,2( + 1)2,3( + 1)2,4( + 1)2,5( + f(2,6) 


le eh لمع‎ 
36 36 36 6 


f(yı=6) = f(6,1) + 1)6,2( + (6,3) + (6,4) + f(6,5) + ])6,6( 


سے ا و 
6 | 36 3 36 36 


e‏ نظرية الاحتمالات وتطبيقاتها 


أى باختصار عکن الحصول على )¥2( كما يلي 
(12 ۰ ۱ 2 < | ۷)؟ 


الع >۳ 
إذا كانت دالة الكثافة (لا ,۶0 معرفة کالتالی : 


2 (x + 2y) , OK, ان‎ 1 
f(x,y) = 


خلاف ذلك , 0 


فأوجد دالة الكثافة الهامشية للمتغيرين ۷ ,2 . 


الحل: 
من تعریف دالة الاحتمال الهامشية نحصل على : 


2 عه 
2y) dy‏ + | ا f‏ | (۴)] 


E 2‏ 2 
1 +م = و|( ر + وداج 7 


ی مه 
سك (و2 +») | < - f(y) = | f(x, ۷ ( dx‏ 





[ | ۱ 
5 م 1 
2+ 2) > - |[ 

0 


کا کا کے ا ہی 
آوجد. فى الثال ۳,۵,۵ الدوال الهامشية للمتغیرین ۷ ,2 . 


التغیر ات العشوائية ۷ ۲ 


الحل: 
من تعریف دالة الاحتمال الهامشية نجد أن دوال الا حتمال الهامشية للمتغیرین 
٦‏ هي على الترتیب : 
2 
1ر2 = (×)] 
0> ۷ 
2 
f(x,y)‏ 2 = (ل)] 
X = 0‏ 


أى أنه عکن كتابة دالة الاحتمال الهامشية للمتغير العشوائی × كما يلي : 


(x =0) = (0,0) + f(0,1) + f(0,2) = كل‎ 
(x = 1) = f(1,0) + و = (1,2)؛ + (1,1)؛‎ 


f(x = 2) = f(2,0) + ])2,1( + f(2,2) =‏ 
وكذلك يمكن كتابة دالة الاحتمال الهامشية للمتغير ۷ كالتالى 1 


حل = (2,0) + (1)1,0 + (0,0)؛ = (0 = f(y‏ 


f(y =1) - f(0,1) + (1,1) + عل - (2,1)؛‎ 
1 


])۷ = 2( = 1)0,2( + f(1,2) + f(2,2) = 28 


يلاحظ أنه يمكن الحصول على دالة الاحتمال الهامشية (1)0 بجمع الصفوف في 


۳۰۸ نظرية الاحتمالات و تطبیقاتها 


جدول التوزیع الاحتمالی الشترك وکذلك يمكن الحصول على دالة الاحتمال 


الهامشية (1)9 بجمع الاعمدة فى جدول التوزیم الاحتمالی الشترك» ويمكن کتابتها 
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فال .۹٦۔۳‏ 
أوجد فى المثال ۳,۵,۷ دوال الاحتمال الهامشية للمتغیرین العشوائيين ۷ ,* . 


الحل: 


من تعریف دالة الاحتمال الهامشية نجد أن : 


مه < X‏ > مت f00 = | f(x,y) dy‏ 
4 1 
2< >0 , 0۷ (۷- ع - 6) کت ب 
13 
4 2 
مر( بر ا ود وه ۳ - 
72 , («-3) 2 - 
کر KU,‏ 0 - 


وبالمثل يمكن إيجاد دالة الاحتمال الهامشية للمتغير العشوائى ۷ كما يلى : 


المتغيرات العشوائية 4 ٠‏ ۲ 


7 تن 
4 , عله (ر-»-6) ] - RY) = | f(x, y)dx‏ 
0 من - 
تس با 
4 > > 2 , 8 حب 
غلاف ذلك , 0 
کال شي 


يصوب شخص بندقيته نحو هدف معین» وكانت نقطة الهدف أية نقطة (ر, ) 
فى دائرة نصف قطرها + ومركزها (0,0). إذا أمكن وصف (2,۷) بدالة 
كثافة مشتركة (لا,*)1 معطاة كما يلى : 





فأوجد دوال الاحتمال الهامشية للمتغيرين ۲ ,× ؛ أي نريد إيجاد الدوال الهامشية 
.f(x) f(y)‏ 


الحل : 


من تعریف دوال الاحتمال الهامشية لمتغير عشوائی نجد أن : 





1 


|| 
سے 
8 ہر ۵ 
ا 
س1ا 
۴= 
ف 
|| 
-----۳ 
۳ 
مجع سے 
نم 
7ت 
ہے 





۳۱۹ نظرية الاحتمالات وتطبیقاتها 





i) = | f(x,y) dx = 11 


سے مرو قير 


خلاف ذلك , 0 


ملاحظة ۱ ,۳,۲ 


عکن تعمیم تعریف التوزیع الهامشی فى حالة وجود عدة متغیرات؛ فمثلا إذا 
كانت و۸ ,.. ,رک بر متغیرات عشوائية منفصله لها دالة احتمال مشتركة 
( و .... ,2× ,)41 فان داله الاحتمال الهامشية للمتغیر العشوائی ,× هی 


ہک ہی وج بر 5 2 ,2 ف ھا 


وکذلك اذا آر دنا إيجاد دالة الاحتمال الهامشية المشتركة للمتغيرين و , ,× فانه 
مکی كتابتها على الصورة التالبة : 


Ee]‏ تی کی مر 2 زوا عد 


وائل: فى حالة ما اذا کانت ےھ ہہ ہیی کل متغیرات عشوائيه متصله 
یقابلها دالة كثافة احتمال مشتركة (م* .... ,وڈ ,,)؟ فانه عکن کتابة دالة 
الاحتمال الهامشية للمتغیر العشوائی ,× على الصورة : 


رکا و وله زوالا مت مق ورگ | .| رفت 


التغیر ات العشوائية VI‏ 


وکذلك إذا آردنا إيجاد دالة التوزيع الهامشية المشتركة للمتغیرات ہک .... وو ,× 


Os Fo زی‎ - | ۲ Ors Kos wo Ka یلهد وا 3ق‎ 


2 س 


كال ۳۰۳۷۰ 
إذا كانت لدینا داله كثافة الاحتمال المشتركة للمتغيرات +2 ,ره ,× معطاة 
كاكالى : 


4 ہے 0 UST‏ “ته ريوس يعدا 
X2, X3) >‏ و )] 


خلاف ذلك 0 
( أ ) دالة كثافة الاحتمال الهامشية للمتغيرين وڈ .7 6. 
(ب) دالة الكثافة الهامشية للمتغیر 2 . 


الحل: 
تعرف دالة كثافة الاحتمال الهامشية للمتغيرين العشوائيين المتضلين پک بر 


])*,, (و*‎ = ۱ (x1, X2» (وڈ‎ dX» - (۴ رع ہی‎ dX» 
راا د ل‎ 0 


۱ 
سڈ‎ | (x FRA 
0 


e)» + 
0 و‎ 





1۲ نظرية الاحتمالات وتطبيقاتها 


وبالمثل فان داله الاحتمال الهامشية للمتغير العشوائی , × هى : 


f(x, ) 1 8 1) ۰ و3‎ X3) dX» 0۳ 


8 
- ۱ ۱ kK FRE 0 5 








7 ۱1 ۱ 5 
م Lım‏ | +4 ۳ سے 3 4 ۳ ہام Lım‏ 9 
> ۱0 > 


۷ دوال الاحتمال الشر طبة 
من قانون الضرب فى الاحتمالات» رآینا كيف يمكن حساب احتمال حاصل 
ضرب حادئتین ۸,8 أو تقاطعهما الذى يعبر عنه بالعلاقة الرياضية التالية : 
P(A). P(B IA)‏ = ز8 ۳۸ = P(AB)‏ 
حيث إن (2)8 ترمز لدالة الاحتمال العادية للحدث ۸ء وكذلك ترمز (۸| ۲)8 
لدالة الاحتمال الشرطية للحادثة 8 ععلومية الحادثةه . الان إذا فرضنا أن لدينا 
الحادثتین [×=] , إلا > ۷] فإنه هکن تمثيل تقاطعهما (أو حاصل ضربهما) 


المتخيرات العشواشة TEY‏ 


بواسطة الحادثة الثنائية (,) وباستخدام قانون الضرب الا حتمالی؛ فإن دالة 
الاحتمال المشتركة لحادثة التقاطم (, ×) تعطی كما یلی : 

f(x,y) = ۲)( . f(y ۱ x) = f(y) . f(x ۱ ۷)‏ 
حیث أن (۴)۸ ترمز لدالة الاحتمال الهامشية للمتغیر العشوائی × وكذلك ترمز (ل)؟ 
لدالة الاحتمال الهامشية للمتغير العشوائی ۷ء و ترمز (×| 29 لاحتمال أن يأخذ 
التفیر العشواشي ۷ قيمة معينة ‏ بعلومية قيمة من التغیر العشوائي , ترمز 
وا عة لاحتمال آن یأخذ التغیر العشوائی * قيمة سيا بعلومية فيمة من التغفیر 
العشوائی ا يتضح من دالة الاحتمال الممشتركة لحادثة التقاطع . (¥ ,»)۴ » أنه عکن 
بسهولة إيجاد دالة الاحتمال الشرطية للمتغيرين ۰۷ كما يلى: 

اگ رار ار انبتك - راد 

والآن يمكننا ما سبق استنباط التعريف التالى : 








تعریف ۳,۷,۱ (دالة الاحتمال الشرطية لمتغیرین منفصلین) 
تعطی دالة الاحتمال الشرطية للمتغیر النفصل1 ععلومية التغیر التفصل ۷ 
(داله الاحتمال الشرطية النفصل) بالصيغة : 


ا جا 5 کت پش سے | ۱ 6 )۴ 1 ۱ f(x‏ 





بشرط أن 0 < (0] . 


تعریف ۳,۷,۲ (دالة الاحتمال الشرطية لمتغیرین متصلین) 

إذا كان ۷ , × متغیرین متصلین. ودالة الكثافة الاحتمالیه الشترکه لهما 
(ر ,۰۶ ودالتا الکثافة الهامشية لهما (100, (×)1 على التوالی» فان دالة الکثافة 
الاحتمالية الشرطية للمتغیر 34 جملومية آن بد ۷ صلی كما يلى: 


۳۱ نظرية الاحتمالات و تطبیقاتها 


f(x,y) 
اک‎ ۹S 
f(x زا‎ = 100 


خلاف ذلك , 0 


وبال تعطی دالة كثافة الاحتمال الشرطية للمتغیر ۷ لر أن :- )2 بالصيغة : 





f(x,y) 
۱ . 9 (x) ج‎ 0 
fly ۱ x) = 5) 





حلاف ذلك , 0 


مثال ۹ ۰۷ ۳ 


آوجد من الثال (۳,۲,۵) دوال الاحتمال الشرطية (1 0۱ , (۱1 )۶ . 


الحل: 
من تعریف داله الاحتمال الشرطية تحصل على : 


جح 9 سس - [1دلا | «دعز)؛ - f(xlı)‏ 





ویکون 2 ,0,1 < 1 , س ا ۳۹ 





يمكن إيجاد قيمة هذه الدالة عند کل قيم × المکنة؛ أي 01,2 كما یلی: 


المتغيرات العشوائية م ١‏ ۲ 


1)1( 9 2 2 





۱۳۳ ML 6 _ 8 1 


1 


سا 


1۱ 6 28 





1 |2 
زا ے 0 ١‏ لد - (211) 





ِکن كتابة ذلك التوزیع الاحتمالي الشرطي بصورة رياضية أخرى : 





2 ,0 ع« , (1 ,»10ج - زا ۳ f(xl1)=‏ 





ِکن إيجاد (4)011 باستخدام التعریف (۳,۷,۱) 





OF 13‏ 6 [1 ۲۱0 ظ 
و چو ا 


فئال ۲ ۷, ۳ 
آوجد من الثال (۳,۵,۷) دوال الاحتمال الشرطیة(× | )6 ۱ 1:۹۳ 
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الحل: 
باستخدام التعر یف (, ۳,۷) نحص( علی: 








1 
f(xly) f(x,y) ا سی ہے 8ےس‎ 77۷ 
×× f(y) 1 2) 5:٩۱ 
۳1 )5 - ( 


وبالٹل يمكن إيجاد [» | ()4. 


حال ۲۷,۳ ۳ 
ادا کان لدینا دالة الکخافة للم که (۷, ×)] معرفة كما يلين : 


> , > , 4۷ 
xoy‏ 
خلاف ذلك , 0 
فأوجد دالة الكثافة الشرطية للمتغير العشوائى × بمعلومية ۷. 
الحل: 
لایجاد الطلوب («أ ×)؟ نحسب الدالة الهامشية للمتغیر العشوائی ۷ حيث 
1 9 
f(x,y) dx = | 4xy dx = 2y‏ | = ()؛ 
0 م رت 


الآن باستخدام تعريف دالة الاحتمال الشرطية نحصل على : 


1) 2y 





LD 20 پت‎ 


2 GSK 
f(xly)=: 


۱ 
ہے 
حا 


خلاف ذلك , 0 


التغیرات العشوائية ۷ ۲ 


دالة التوزیع الشرطية لتغیرین متصلین: افرض أن لدینا متغیرین متصلین ۷ , × 

ودالة الكثافة المشتركة لهما ( ,»10 ونرید إيجاد الاحتمال التالی 
Y<y)=F(xly)‏ | > يام 

یسمی هذا الاحتمال بدالة التوزیم الشرطية للمتغیر × ععلومية التغیر ۲ الذي يأخذ 

قيمة معينة لا. بضرب هذه الدالة فى ()1 مع أخذ التکامل نحصل على : 








F00 = | Fx) as 
: نلاحظ مماسبق أنه يمكن كتابة مایلی‎ 
FOO = | 0 ال‎ < ۱ ١٥ = 1 | f.» dt dy 
: من العلاقة الآخيرة نجد أن‎ 
(رام)۶‎ t= | f(t,y)dt را |= أو‎ dt 


تسمى هذه بدالة التوزيع الشرطية للمتغیر × بمعلومية أن التغیر۷ يأخذ قيمة معينة 
۷ وکما هو معروف» فانه باشتقاق هله الداله عکن احصول على مایسمی بدالة 
الاحتمال الشرطية للمتغیر التصل × بمعلومية التغیر العشوائى ۲ التی يرمز لها 


بالرمز ۳۹۳9 الان نورد مثالا یو صح العلاقه الرياضية السابقة . 


تاه و ۳۰ 

ود ثلاجة تبرید بكمية عشوائية ولا في بداية يوم ماء وتباع كمية عشوائية 
ولا منها خلال ذلك الیوم . ادا كانت پر کہ 3 و کانت دالة الاحتمال الشتر که 
للمتغیرین ها و معطاة كما يلى : 


۳۱۸ نظر ية الاحتمالات و تطبیقاتها 


ها 


2 ۱ 
|)>(دلا. f(y,‏ 
حلاف ذلك 0 
( آ ) دالة كثافة الاحتمال الشرطية للمتغير ,۷ بمعلومية أن المتغير العشوائی 
(ب) قيمة احتمال بيع أقل من . جالون بمعلومية أن الثلاجة تحتوي على 
جالون واحد. 


الحل: 
آولا : الطلوب إيجاد دالة الاحتمال الشرطية ( ول | ,۶)7 وهذا یتطلب إيجاد 
دالة الا حتمال الهامشية للمتغیر العشوائی ۰۷ نکتب 


5 ۱ 
| (Y1 ١ ۷2( ۰۱ | 7 ۱ 


0 


(¥2) 





أي آن Y2)‏ 5 


( )من تعریف دالة الاحتمال الشرطية للمتغیر ,۷ ععلومية رباع ر۷ 


التغیرات العشوائية 505 


ین أن 


1/2 1 ۱ 
=, 0>, > ۷ > 2 
(Y1 +۷۵ ( ۷۰/۵ ۰ ۰ J132 


fly, (وزا‎ f(y») 


خلاف ذلك , 0 


1 
- 1 


۱ 1 ۱ ظ يدا‎ 2 1 
۱۷, > ۱ ۷: -1« | f(y, lya=1) dy, = ” ڑے‎ 


نلاحظ أنه إذا كانت الثلاجة تحتوي على جالونين فى بداية البوم» فان قيمة الاحتمال 


و 
1 
۱ ۹ 1 
1 
- ,ره < | - ١‏ ديلا | < > إلاام 
0 
من ذلك نستنتج أن الكمية المبيعة من الثلاجة تعتمد بشکل کبیر على الكمية الزودة 
بها. 
همان 8,. ٣,۷‏ 


أو جد فى الثال (۵ ,ا ,۳) ذالة الاحتمال الشرطي دا راک ثم اوجد 
.1 ...ےم ےت 
5 بل | عاد 


الحل: 
من التعریف ۳,۷,۲ نحصل علی: 


۲۰ نظرية الا حتمالات وتطبیقاتها 


ہیں اریت ا ۳۴ قير ا اا - f(ylx)‏ 








> ابا| , " ( تور - 2ا 





اذن : |= flylx)‏ 
خلاف ذلك , 0 
وأخیرا لایجاد الاحتمال | ج 6 | 2< ۱ مایلی 
9 2 ظ ۲ ۱ 1 ٦‏ 
fly |x) dy 0‏ | ہلا جه 
3 5 
سو 
۲ 
اک ا 
3 ۰ (۷5) 2 
مثال ٩‏ ,۳,۷ 
إذا كانت دالة كثافة الاحتمال للمتغیرین العشوائیین ۷ , × معطاة كما یلی : 


1[ € 21,02 ع لا اپ -×-2) × 2 
3 
f(x,y) =‏ 


حلاف ذلك 


التغیر ات العشو ائية ۳۳۱ 
فاحسب الدالة الشرطية للمتغیر العشوائی × بمعلومية ۷-۷ حیث إن 1 > 0>۷. 


الحل: 
لكل 1 >0>×>1,0 نحصل على : 


اک fey‏ رن 
f(x 5 ۳ f(y) 0 5 7‏ 





xX )2 -  - ۷۱ 


ax‏ (ر-×-2)×] 
0 


۹ x )2 - ۰-۷۱ ۰ 6 )2 - 7-۷۱ 


2 ۷ 4 - ۷ 


2 3 
تال ۷ ۳,۷۰ 
إذا كان لدینا داله كثافة مشتركة (ر, ٤)×‏ معطاة بالعلافه‌التالية : 
لام ۷۷ م 
.سی8ا 
حلاف ذلك مء 0 


وہ > ۷ > 0 , مم > عر > () , 


ناد او | 1 ق 


الحل: 


من تعريف داله الاحتمال الشرطية : 


0 نظرية الاحتمالات وتطبيقاتها 


ومن ذلك نحصل علی : 
٦ع‏ - ا وو ای د |( ۱ 1 > P(X‏ 
0 
ملاحظة ۱ , ۳,۷ 
يمكن تعمیم دوال الاحتمال الشرطية فی حالة وجود آکثر من متغیرین؛ فمثلا 
إذا كانت ۶ ,۸5 ,وک ی کھ متغیر ات منفصله فانه ععننا تع یف الدوال الشر طبه 
التالبة : 


۱ ای مت از ]ا 
10 (۲4 وچ Moy‏ ,و ا د - ہہیا f(x,‏ 
يك تس 
X2, X3, X4)‏ و <)] 


0 < (م۶ وو*)1 و - X4)‏ و = (یڈوداً و×ر×]؟ 


وهکذا. 
وکدلك الحال إذا كانت × و کل ,رغ ,م250 متغیرات عشوائیة متصلف فانه عکن 
تعريف دوال الاحتمال الشرطية التالية : 


]) و‎ X2, X3, X4) ۱ 


a xxx | = بوڈ .جي*)1! , ليه‎ X4) < 0 


(X1: X2: X3, X4) 


kel ×۱ , 1),( < 0‏ نت 


التغیرات العشوائية تو 


۸ المتغیرات العشوائية المستقلة 

لقد تعرضنا لدوال الاحتمال الشرطية للمتغيرات العشوائية» ورآینا كيف أن 
هذه التغیرات یعتمد بعضها على بعض؛ أي كيف أن التغیر العشوائی × یعتمد 
على قيمة ا تغیر العشوائی ۲ أو العکس . نحاول فى هذا البند التعرف على 
استقلال هذه المتغيرات المشوائية. غا سبق دراسته يقال إن اشادئتین ۸8 
مستقلتان إذا تحققت الخاصية التالية : 

P(AB) = P(A).P(B) 

فى دراسة المتغيرات العشوائية» قد یکون الاهتمام منصبًا على حوادث من 
النوع (8 > ۷ >ه) , (ط > × >ه) عندئذ يكون المتغيران 26.۷ مستقلين إذا 
کال : 

(ق > ۷ ۳/6 . (9 > 2 > يط - (0 > ۷ > 6 , 9 > 2 > ۳)۵ 


تعسر یف ۱ ,۲,۸ 

إذا كان ۷ , × متغیرین عشوائیین منفصلین أو متصلین وداله الكثافة الشتر کة 
لهما (ر, 10 و کانت دالتا الكثافة الهامشية لهما ( , (×)۴ على التوالی» فان 
التغیرین العشوائیین ۷ , × مستقلان ریا ق زی خا×ے تس جا 


وهذا یعنی أن دالة الاحتمال المشتركة(لا , ×۶ عکن کتابتها کحاصل ضرب 


الدوال الهامشية للمتغیرین 26,۷ . 


هشال ان ۴ 


العينة 5 ولتکن (1,2) فان احتمالها = .P(1,2)‏ 


۳۲ نظرية الا حتمالات و تطبيقاتها 


الاحتمال الهامشي للمتغير العشوائي × هو: ل = (1 - ۳۱6 = (5)1 - (×)۴. 


الاحتمال الهامشي للمتغير العشوائي ۷ هو: 2 ۔ )2= .P(y) = P(2) = P(Y‏ 


کے 7 1 1 1 .ع 
ومن ذلك نستنتج أن : حو <ح. = (۳)2 ۰ (۳)1 2 (۳)1,2. 


وبالکیقیه نقسها يمكن إثبات صحة ذلك جمیع نقط العينة فى فراغ العينة 3۹ 
ومنه عکن القول إن التغیرین ۷ , × مستقلان وذلك لتحقق (۰1)۷ ()1 = (۷ , )۶ 
لكل زوج مرتب (لا.*). 


کات رہ 
إذا كانت لدینا دالة كثافة الاحتمال المشتركة التالية: 
ys , 0۷ 61:0۷ 1‏ 


Y2) 5‏ : (1)۷ 
خلاف ذلك و Û‏ 


فاشت آن التغیرین مستقلان . 


الحل: 
داله الاحتمال الهامشی للمتغیر العشوائی ,۷ هی : 


كم 

لپ کے 
1 

ا 
| 


5 1 
| ۲)۷,, Y2) 0۷ = ۱ 4 ۱۷ ول۵‎ 





| 
1-5 
ہی 


۱ 


2¥ | ١ 0> ۰۱ کے‎ 


وبالمثل . دالة الا حتمال الهامشية للمتغير العشوائی ولا هی : 


التغیرات العشو ائية ۵ ۲۲ 


(Y2) | fy: y2) dy, 


1 
۰ دولا 4 ۱ 


اک ولا >0 , 2۷ = 


ومن ذلك نلاحظ أن ( ۴/۷ ۰ ( ۶۲/۷۱ ( ۷2 ۱۰ ۲)۷ لكل عدد حقیقی )¥2 (Y1.‏ 
وهذا هو شرط استة ستقلال التغیرین 1۵ ۱ : 


مال و 
اذا كان لدینا الدالة التالية : 
1ج وج0 وک 06ا ,2 


ح(ولز, ۱ ۷)] 
حلاف ذلك ب 0 


فناقش فیما إذا كان ولا ,۲ مستقلین. 


الحل: 


يمكن إيجاد دالة الاحتمال الهامشية للمتغير العشوائى ,+ وهي: 


7 با 
2 | = وله )¥2 (yı.‏ ۱ ا 
0 0 


46 
0 





2۷ 


VEY, SI‏ „ ون 


وبالثل فان دالة الاحتمال الهامشية للمتغير العشوائى رلا هی : 


ست نظرية الاحتمالات وتطبيقاتها 


۱ lL 1 
۲۱ ۳ = | (Y1, ۷ ( ۱ | 2 ۷١ 
۷ 3 


2 2 


1 


53 


1 


واضح فى هذ السثال» انه اکن كقابة دال کش افة الا خن ال 


الد Y2)‏ +1)۷۱ کحاصل ضربت الدوال الهامسية (ولا)؟, (ر۷)) 3 
أي أن (2لا)1 . (۷۱)؟ ۶ زولا 7ع » ومنه يقال إن ولا ,رلا غير مستقلین. 


گال ۸.۰ ۳ 
آثبت فی الثان ,٦(‏ ۳:۵ ان التطیرین العٹو ائین ۷ + غير مستقلین. 


الحل: 
لوثبات ذلك سوف ناخذ أي نقطة عینة ولتکن (0,1). من جدول التوزیسم 
فاو اس 6 م 
الا حتمالی الشترك للمتغیرین ۷ ,× نحصل على چت (1)0:1. 
وكذلك يمكن الحصول على الداله الهامشية (×)۴ عندما 0> × كما يلى : 


3 6 1 10 
0) * 27 * 28 7 6 


وبالمئل الدالة الهامشية 10 عندما 1 - ۷ فين : 


2 6 6 ۲ 
و ریف 


المتغيرات العشوائية TTY‏ 


6 10 12 


و ا أده بر 
من الاح ا ور و 


f(0,1) ع‎ f(0) ۰ f(1) : آی آن‎ 


وهکذا باللسبة لبقية نقط السك من ذلك عکن القول إن التغیرین العشوائیین  ,‏ 
۷ غير مستقلین لعدم تحقق الخاصية (ل1)9 . (*)1 > (۷ + *)1. 


مال ۵ ۸ ۳ 


إذا كانت دالة كثافة الاحتمال المشتركة لتغیرین عشوائین منفصلین ۶,۷ 
معطاة بالصيغة : 
۳ 7 . 
ml‏ بر Kal‏ و =( , )۲ 


الحل: 
دالة الاحتمال الهامشية للمتغير العشوائی × 


2 
te) = ارم‎ 
۷ = [1 


رو 112 





وبالثل يمكن إيجاد دالة الاحتمال الهامشية للمتغیر العشوائی ۷ كما يلى : 


۳۳۸ نظریه الاحتمالات وتطبيقاتها 














5 3 
سید ر2 = f(y) = f(x,y)‏ 
30 
xX x = [‏ 
۷ 2۷ ر "1۱۷ _ 
30 30 30 
ات 
8و سرچ سے 


ا ی ۱ 2 
نا تئے ۲ 3 ے ںو پے کے وی ا ےک 
عق الواح 38" ا ي ا 21 30 


والآن نلخص کل 2 ا ا کرو 


نظرية ۳,۸,۱ (بدون برهان) 

إذا كات 26:۷ متغیرین عشوائیین بدالة كح اة حال سکم ئک 7و 
معرفة فى الفترة ل > e>‏ , 8۸20 حيث إن ,2,0,0 توابت ‏ فان ارين 
KEY‏ مستقلان | bls‏ قتط HAR, YFKE. IS) jy)‏ 
حيث إن (:)1 هي دالة مو جبة هامشیه للمتعر العشوائي × » و (] دالة موجبة 
هامشيه للمتغير العشوائی 1 و عا علد نادت مو جب . 


ففال ۹ی۳۸ 
فا کان و۷ ,,۷ متغیرین بدالة کثافة مشتركة معطاة کمایلی : 


29 , 01-5110935 1:5 1 


۳ (2 « ولا )) 
خلاف ذلك بف 0 


فهل يمكن القول إن دلا ,,۷ متغيران عشوائيان مستقلان؟ 


ا لمتغيرات العشوائية ۹ 


الحل: 


باستخدام النظرية (۱ ,۳,۸) نلاحظ أن (جلا)؟ . (,ل)؟ = (۷2: ,۷)؟. 


۳( ۱ 
حيث ان 2 (۲)۷2 لا > ۱۱ ۷)] ۰ [ > 1 . 


معان ۳۰/۸۰ 
إذا كانت و وکا ,× متغیرات عشوائية مستقلة ولها دوال الكثافة التالية : 


ر“ | ۔ 


XxX, < 0 e ۳ لاس .ع‎ 
: 1) [< 


حلاف ذلك , 0 


1):  (- 











خلاف ذلك , 0 
فاو حد فابلی؟ 


( ۲ دالة كثافة الاحتمال الشتر کة للمتغیرات ود برل یرک 
)ب( (1< ويم و 1 کا وگ + ,۳۱۸ : 


الحل: 
حيث إن التغیرات العشوائية رک برع ,× مستقلت فانه يمكن كتابة دالة 
كثافة الا حتمال العشوائی کحاصل ضرب دوال كثافة الاحتمال الهامشية؛ أي أن : 


x, + 2X, + 3K‏ ۔ 
0 بخ موی و 1۱ : x‏ ع 6 


خلاف ذلك , 0 


YY‏ نظرية الا حتمالات وتطبیقانها 
وعلیه یکون 
0 


FER‏ وم عد 
4 مه AK,‏ بل روغ P(X +X, 1 , x >1) = | ۱ fx,‏ 
0 “ 


: اذا كانت دالة الکثافة للمتغیر العشوائی × معطاة باخدول التالی‎ -١ 





(1 ۲ کپ 6 : (ب) دالة الكثافة للمتغیر 1 + 2 ۷. 


ا یحتوی صندوق علی 4 کرات حمراء 6 کر ات سو داء . اختيرت عینه من 
الصندوق مكونة من 4 كرات وبدون احلال. إذا كان × عثل عدد الکرات 
الحمراء» فأوجد دالة الاحتمال للمتغیر ×. 


۳- إذا كان لدینا دالة الاحتمال التالية : 


2 , (4-202) ۸ 
(XJ) >‏ 
خلاف ذلك , 0 
فأوجد قيمة ۸ التى نجعل (*«)1 دالة كثافة احتمال. 


5 إذاكاق کت راتا متصلا وبدالة كثافة احتمال معطاة کمایلی : 


التغیرات العشوائة ۳۳۱ 


x 
سی‎ gE 
7 .. ۳ 55 1 

سی 1 

2 > 1 , (-3) تت 

1 ى | 
3 2 ے2 3 = ))1 

4 9 


(5) , 323 4 


خلاف ذلك , 0 


3 (3 < )۳ (ب) )2= ۸ )۳ 


)ج )1.5 < P(X‏ )د( (3> 2 > ۳1 


۵- إذا كان × متغيرا عشوائيًا متصلا له دالة كثافة احتمال تعطى بالعلاقة : 


فاختبر أن 100 عتل دالة كثافة احتمال» ثم مثلها سانيا» وأوجد مايلى : 
( أ ) دالة التوزیع للمتغیر العشوائی × ۱ 
1 


2 ۱ 1 77 ۲ | 1 
2 ان ات | 1ه اج 
(ب) چ ا 2 


(ج) قيمة 8 التی تمق أن (8 >< 2۳۸ < (8 > P)X‏ 


TTT‏ نظرية الاحتمالات وتطیقاتها 


-٦‏ آوجد قيمة ۸ التى تجعل الدوال التالية تمثل دوال كثافة احتمال: 
(x) Ae 3-2 ۸ 5 3 00135‏ 
واج . 22 حي کپوا 


(ب) = (x)‏ 
0 >> 7 ن 0 


إذا أعطيت الحوادث |2 >×|×| - © ,98-۱ فاحسب فى كل 
حاله 
P(B) ) Î (‏ (ي) PC)‏ 


(ج) (©81)م (د) (ھاع)م 


۷- آوجد قيمة ۸ التى تجعل الدوال التالية دوال کتلة احتمال : 


3 
سا ۲ ےڈ‎ ÛD. lls 
P(x) = (1 7 


خلاف ذلك , 0 


P(x) = (ب)‎ 


خلاف ذلك , 0 


عي و قست وا(" )۸ 


إذا أعطيت الحوادث |5 > ×| ×| = ,|3 > 8-۱ فاحسب الاحتمالات 
التالية 

Î (‏ )رق م (ب)0)م 

)ج( P(B|C)‏ (م) P(C|B)‏ 
۸- وجد أن كمية الخبز التى يبيعها آحد الخابز (لكل مائة رطل) فى اليوم ظاهره 


عشوائية محدد احتمالها دالة كثافة احتمالیة على الصورة: 
Ax , ) > <> 5‏ 
0 265 5 , (*7- ۱۸10 - زور 
حلاف ذلك , 0 
( أ ) آوجد قيمة ۸ التی جعل (1 دالة كثافة احتمال. 
(ج) ما احتمال أن يكون عدد الارطال البيعة من الخبز فى آحد الایام هو : 
- اکثر هخ 500 رطل؟ 
-١‏ آقل من 500 رطل؟ 
ي 256 و 750 رطلا؟ 
( د ) عرف الوادث ۸,8,10 بأنها احوادت فى 2,5,۰ على التوالی فى 
(ج) .ثم احسب ( ۳۸۱ ,(8 اشاط. هل 8 ,۸ مستقلان؟ ماذا عن © ,۸؟ 
۹- إذا كان عدد الجرائد البيعة فی الیوم يمثل ظاهرة عشوائية تحدد احتمالها 
الدالة : 


لاك س 11 خخ تو 2 Ax‏ 
0 ہے ,52 ,51 x‏ , (<-4)100 | ۔ ہت 
خلاف ذلك ۱ 0 
(1) آوجد قیمة ھ التى تجعل (×)م دالة كتلة احتمال . 
(ب) ما احتمال أن يكون عدد ا جرائد التى ستباع فی الغد هو: 


--١‏ اکٹر من 50 نسخة؟ 
ا اقل من 50 نسخة؟ 


i‏ نظر یه الاحتمالات وتطبیقاتها 


۳- یساوی 50 نسخة؟ 
- بين 25 و 75 نسخة؟ 
(ج) إذا مثلت 0,۲ ,۸,8 الحوادث في () ,(0) ,(0) ,(2) على التوالی 
فاحسب الاحتمالات (۳)۵۱۲ PALE}, PAID},‏ .|8 ۱ ۳)۸. 
( د ) هل ۸,8 فى الفقرة (ج) مستقلان؟ ماذا عن ۸,0 وماذا عن ظ,0؟ 


۰- إذا كان طول ا کا ات التليفونية بالدقائق من مدينة معينة عثل ظاهرة عشوائية 
بداله توزیع : 


0 EO 


3 ×۔ ل )| 


5-0 . اي ۴ 


1 
2 


حيث [*] هو أكبر عدد صحيح غير سالب أقل من أو يساوي × فأوجد: 
( أ ) احتمال أن يكون طول المكالمة التليفونية : 
۹ أكثر هن 6 دقاق: 
۲- أقل من 4 دقائق . 
۳- يساوي 3 دفائق . 
(ب) الاحتمال الشرطي باطول مکالة تليفونية یکون: 
۱- آقل من 9 دقائق. إذا علمنا آنها كانت آکثر من 5 دقائق . 
۲- آکثر من 5 دقائق» إِذا علمنا آنها كانت أقل من 9 دقائق . 
-١١‏ اعتبر ظاهرة عشوائية لها متغیر عشوائی × ء ودالة توزیم (۴)۸ معطاء 


سے 


کالاتی : 


التغیر ات العشوائية ۳۳۵ 


۳ ب‎ KED 
۷ 

 , 0> > 1 

4 X 

وس 1 له 

3 

× 

— , 2> > 3 

× 

۳1 3 > ۷ > 4 

یں 

۱ ۱ < 5 





() ارسم دالة التوزیع . 
(ب) حدد بوع دالة التوزیع . 
(ج) احسب قيمة احتمال أن يأخذ المتغير العشوائى للظاهرة قيمة بین 2 و 5 


إذا علمت أنه كان يأخذ قيمًا بين 1 و 6 شاملا النهايتين فى الحالتين. 
۲- اعتبر دالة التوزيع (ہ) ‏ لتغیر عشوائی العطاة بالاتی: 





1 رو ۹ ۴ 


F(x) = 
3 


! ارسم دالة التوزيع . 
(ب) آوجد دالة الكثافة القابلة وارسم منحنی هذه الداله . 


۳۳۹ نظرية الاحتمالات وتطبیقاتها 
P(X <2), P(X < 3(, ۳) > 1 + 1/3 (, ۳۶ < 212 > 1+3 (‏ 
۳ اذا کان لدينا دالة کتافه احتمال مشتر که للمتغیرین 4 + فیمها هی : 


6 1 


۱ 
ےہ (01,3؟ , سوه (۱,2)) , =( 


5 ظ 


TT ۱‏ کے ہے 
يدت (9 0 حي - (2,2)؟ « جد = (2,1)؟ 
6 4 ھ Û‏ 


فأوجد کل التوزیعات الهامشية والشرطیة . 
5- يشل الجدول التالی دالة كثافة الاحتمال الشتركة للمتغيرين 26,۷ : 





39 احسب Rls ))۱۷(, hog]‏ 
(ب) شاف فسا إذا كان الت ان ,26 مستقلین. 
۵ع الداله الشت كه ل را معطاة کمایلی : 


f(x,y) = 


المتغيرات العشوائية ۲۷ 


(1) اختبر آن 1= f(x,y) axay‏ | 1 
(ب) احسب الاحتمالات 
اس > P(X‏ 
21 
× > ۲)۷ 
[ < ۷ + )۳ 


1 
رز 
٤‏ )3< | لام 


-٦‏ إذا كان لدینا كثاقة الاحتمال الشتركة للمتغیرین ۷ ,£ معطاة بالعلاقة: 





0.125 0.50 0.20 005 5 


فأو جد دالة كثافة الاحتمال للمتغم ات ±1 2= ê x,‏ 


۳۳۸ نظرية الاحتمالات و تطبیقاتها 


۸- تتمثل محاولات مستقلة فى رمي قطعة من النقود المعدنية» وکان ‏ احتمال 
ظهور الصورة (13) حیث نجری عدة محاولات إلى أن تظهر صورة (11) أو احصول 
على 2 رمية. إذا كان × هثل عدد الرمیات للقطعة العدنية» فما القیم المکنة التي 
يأخذها التغیر ۰2 وما توزیعه الاحتمالی؟ 

۹- كانت مدة صلاحبة بطارية رادیو مقيسة بالساعات تمثل بمتغير عشوائی × له 
دالة كثافة احتمال ھی : 





إذا كان یو جد 5 بطاریات فى اهاز » فما احتمال أن تستبدل بطاریتان على 
وجه التحدید فى ال 150 ساعه الاولی؟ 
۰- إذا كانت دالة كثافة الاحتمال للمتغیرات العشوائية 2,۷,2 هی 


مه > 2 و × > 0 دبا 
< (2 , لا , )۲ 
خلاف ذلك , 0 


فآ و جد مایلی : 

. 50 , داله التوزیع (2 , ل‎ Cd 

(ب) الدوال الهامشية. 
-١‏ سحبت 3 كرات عشوائيا وبدون إحلال من صندوق به 20 كرة مرقمة من 
1 إلى 20 . إذا كان ينص حدس على أنه يوجد على الاقل لواحدة من الكرات 
المسحوبة رقمًا يساوى أو أكبر من 17 ۰ فأوجد الصيغة الرياضية التى تمثل دالة 
الاحتمال للمتغیر العشوائی المعرف فی هذه التجربة ثم أوجد احتمال تحفق 
بجی 


المتغيرات العشوائية 19 


5- لدینا الدالة (×)7 معرفة كالتالى : 





() اختبر فيما إذا كانت الدالة (×) تش دالة توزيع. 
(ب) ما نوع المتغير العشوائی الذي تمثله الدالة (×)۲؟ 
(ج) آوحد دالة كثافة الاحتمال للمتغير العشوائی کر 


3و٤‏ جت ۳۳0 و اج >> ۳3 
۳- هل توجد قيمة للثابت © إذا كانت الدالة التالية : 
ETT‏ 


= ()0 
حلاف ذلك , 0 


تمثل دالة کتله احتمال للمتغیر × ؟ 


۶ - یثل التغیران 26,۷ درجتی الحرارة فى بلدین مختلفین» وکانت لهما دالة 
كثافة الاحتمال الشتر کة التالية : 


XxX +۷ 


A 
f(x,y) = | ٩ تا ان‎ > 


خلاف ذلك , 0 


۲٢٣‏ نظرية الا حتمالات وتطبیقاتها 


(1) قیمه ». 


(ب) دالة التوز يع المشتركة (۷ ,۳ الرافقة للدالة (۷ا , )؟. 


06- إذا كانت دالة كثافة الاحتمال المشتركة لتغيرين متصلين تعطى بالصيغة 
الرياضية التالية : 


HEN , UKE 
(x,y) = 


خلاف ذلك , 0 
فأو جد : 
( أ ) الدوال الهامشية ( , (×)؟. 
(ب) دالة كثافة الاحتمال للمتغير العشوائی ۷ /×. 
)ج( Y=y)‏ | 1< )۲ . 
(د) قاسق) هل عکن القول ان ۶,۷ مستقلان؟ 


٦ے‏ كرة نصف قطرها × له داله التوزیع التر اکمية التالبة : 
00> , 0 
[ + راک 0 . 3و2 34 اعد لز 
[ ھن نے 1 
(1) آوجد دالة كثافة احتمال نصف القطر *. 
(ب) إذا كان حجم الکرة هو ۲3 ۲ + - ۷ فما احتمال آن یکون حجم 


۷- تحلق طاثرة حريية حاملة للذخيرة بشکل مباشر فوق سيارة شحن لنقل 


التغیرات العشوائية ۳۰1 


لبضائع . إذا سقطت الذخيرة على مسافة عمودية مقدارها 40 قدمًا فان الشاحنة 

سوف تدمر وتتعطل حركة السیر . إذا كان × يمثل السافة العمودية للشاحنة بدالة 
5000 

احتمال أن تعرقل الذخيرة حركة السير. 

۸- يصوب شخص بندقيته نحو هدف معين» وكانت نقطة الهدف آي نقطة 

(¥ , ×) فى دائرة نصف قطرها + ومرکزها (0,0). إذا كان عکن وصف (۷, ×) 

بدالة كثافة الاحتمال المشتركة (لا, ٤)×‏ التالية : 








رآ ) دوال الاحتمال الهامشية (۷) , (0]. 
(ب) الاحتمال الشرطي (×ار)ع. 
1 


(ج) |<- ا <۷ 7 


۹- إذا كان 2,۷ لهما دالة كثافة الا حتمال المشتركة كما هی موضحة بالحدول : 


LD "AD "A @D @D @3 | 





415 1/15 1/15 ک3 415 W1‏ | (ر یکا 


أوجل : 
2159 الدوال الهامشية. 
(ب) معامل الارتباط . 
(يمكن ملاحظة أن 0“>(ز, ×)) فیما عدا ذلك) . 


۲ نظرية الاحتمالات و تطیقاتها 


۶ اختیرت ثلاث کرات بطريقة عشوائية من صنلوق به 3 کرات ”اء 
و 3 كرات حمراء»و 3 كرات سوداء. لنفرض أننا نكسب ريالا واحدا عن کل كرة 
بيضاء معختارة » ونخسر ريالا واحدا عن كل كرة حمراء مختارة . ادا EOS‏ عثل 
إجمالى الربح فما التوزيع الاحتمالی للمتغير × ؟ 
-١‏ تقدم ثمانية أشخاص من حفظة كتاب الله الكريم» من بعض مناطق المملكة. 
منهم 3 من الوسطی و 2 من الجنوبية» و 3 من الغربية. يراد اختيار متسابقين 
لتمثیل المملكة فى السابقة الدولية السنوية لتحفيظ القران الکریم. إذا کان × يمثل 
عدد المتقدمين من الوسطی و ۷ عثل عدد ال متقدمین من الجنوبية فآوجد: 

(1) ضيغة رياضية لدالة الاحتمال المشتركة التی تمقل عدد التقدمین من 
الوسطی والحنوبية . 
يساويه . 


(شمن (مر(یم 


التوقع الرياضي للمتغیرات العشوائية 


© التوفع الرياضي للمتفیرات العشوائية المنفصلة 
© التوقع الریاضی لدالة فی المتفیر العشوائي 
المنفصل © خواص التوقع الرياضي للمتغيرات 
العشوائية المنفصلة © التوقع الرياضي للمتغيرات 
العشوائية المتصلة © التوقع الرياضي لدالة في 
المتغیر العشوائی المتصلة © حساب التفایر 
لمتغیرین عشوائیین © خواص التغاير © تباین 
مجموع أو طرح متغیرین عشوائيين ® معامل 
الارتباط لمتغیرین عشوائیین © خواص معامل 
الارتباط © متباينة تشبشف © تمارین 
مد م4 
من العروف أن التوقع الریاضی من آکثر الفاهیم فی نظرية الاحتمالات أهمية 
وفائدة فى حل کثیر من السائل والشکلات الرياضية الصعبه التعلقة بتوزيعات 
التغیرات العشوائية. كما عکن معرفة خحصائص لتوزیع مثل التفر طح لا فشان 
وذلك بدراسة الوسط الحسابى والتباین والانحراف العياري والنوال. ویستخدم 
التوقع الرياضي کذلك لتقدیر معالم التوزيع الجهولة إذا توافرت بیانات كافية 
(عبنة) منه . 


127 


ےئ نظرية الاحتمالات و تطقاتها 


۱ التوقع الریاضی للمتغیرات العشوائیة المنفصلة 
اذا كان لدینا متغیر عشواتی منفصل ۰2 يأخذ القیم سی او انی 6 باحتمالات 
.)1 ...,(و166 ,(,10 حیث إن 1 = (:۶)5 2 فان التوقع الریاضی أو القيمة 


المتوقعة للمتغیر العشوائی التفصل ۰ يرمز له بالرمز (506» یعطی بالعلاقة 


E(X) = x f(x, ) + RIF ER f(xn) + ... 


- ۹ (xX: ) 
= 1 


بشرط أن تكون عملية الجمع تقاربية . إذا كان ا متغیر العشوائی النفصل × 
يأخذ عددا منتهیا من القیم ...× ...بر ,× باحتمالات مقابلة (,*10 ,...,(ہ×)؟ ,( ,۴)۸ 


فإن التوقع الرياضي يعطى كما يلي : 


5)۸( = 3 199 4 x(X٬) 4 ER, (x) 


11 


5 2 2 (x; ) 


يمكن تلخيص ما سبق في التعريف التالي : 


تعريف ٠, ۱, ١‏ (التوقع الریاضی للمتغير المنفصل) 
إذا كان × متغیرا عشوائیا منفصلا معرفا على فراغ العينة 5 وداله احتماله 


()5» فإن التوقع الرياضي (القيمة المتوقعة) للمتغيرة العشوائى المنفصل ۰2 ويرمز 
له بالرمز (۰۳)26 يعرف بالصيغة الرياضية التالية : 


E(X) کے‎ x f(x) 


٤,۱,۱ مثال‎ 


في تجربة رمي ثلاث قطع معدنیةء كان × متغیرا عشوائيًا يمثل عدد مرات 


التوقع الرياضي للمتغیرات العشوائية ۵ 2 ۲ . 
ظهور الصورة (11). ما القيمة ا متوقعة للمتغیر العشوائی ×؟ 


الحل 
فى تجربة رمی ثلاث قطع معدنية كان فراغ العينة 5 يحتوي على 8= 2 نقطة 
عينة» وکل نقطة عينة لها نفس فرصة الظهور؛ أي آن : 


P(E.) = 5 i = 1, 2, 3, ..., 8 


و حست إن × متغیر عشواتی عثل عدد مر ات ظهور الصورة (1) فإن بوزيعه 
الاحتمالی هو : 





يمكننا الآن إيجاد التوقع الریاضی للمتغیر العشوائی × وذلك باستخدام التعریف 
8۹ے 5 کسا کی 


3 = نچ + 2 + 3 + 1 = اط 
8 8 5 5 


من اللاحظ أن القيمة المتوقعة (٭)E‏ ليست عددا صحیحا ولا تمثل أحد قيم المتغير 
العشوائی ×. يمكن التعبير عن ذلك بأنه إذا أجريت تجربة رمي ثلاث قطع معدنية 
عدة مرات فإن إمكانية الحصول على الصورة (11) يكون بمعدل 1.5. 


مثال ۲ ,۱ , > 

يربح بائع للمظلات الہپسية 30 ریالا یو میا ادا کان ا جو مخطراء ویحسر 6 
ريالات إذا كان ا جو صحوا. ما توقع ربحه إذا كان احتمال أن يكون ا جو ممطرا هو 
۹03 


۱ ۲ نظریه الاحتمالات و تطبیقاتها 


الحل 
نفرض أن × متغیر عشوائي عثل عدد الریالات التي یربحها البائم» وتکون 
شد الوكنة هي 6- و ۰30 واحتمالاتها 0.7 و 0.3 على التوالی» حيث إن 0.7 
يساوي احتمال عدم سقوط المطرء ويصبح التوقع الرياضي للمتغير العشوائی × 
و 
E(X) = x f(x) = 30)0.3(+ )-6()0.7( 29-42 - 8‏ 


مثال ۱,۳ , 6 

ما هو التوقع الرياضي لعدد حالات الفشل التى تسبق آول حالة نجاح عند 
[جراء عدد لا نهائي من الحاولات التکررة الستقلة إذا كان احتمال نجاح کل 
محاولة ثابتا فى كل الحالات ولیکن م؟ 


الحل : 

نفرض أن × متغير عشوائي يمثل حالات الفشل التى تہ سرق لين سا لجيه 
لذا فان × يأخذ القیم سیک ,1.2 ,تا باستمالات اچ و و 9 ,وم ,م على 
التوالی» حيث م - 1 -0 هو احتمال عدم محقق حقق التجربة . 

التوقع الرياضي للمتغير العشوائی × هو 


EN) = XIX) + KK) + ... 
= م.0)‎ + 168 + 20*0 + 300+ .. 
= وه‎ )1 + 2q + 302 +...) 
= رو -) وو‎ = qp(p) 
م‎ ٦ 


2 


۳ ۲ 


مثال > ,۱ , > 
إذا كان ا متغیر العشوائی × یأخذ القیم 1,2 ,0 ودالة احتماله 10 هی 


التوقع الرياضي للمتغيرات العشوائية ۳:۷ 





(XK) 


0.50 


0.25 





الشکل رقم (۱ و رسم تکرار أو دالة التوزيع الاحتمالی. 


من الجدول الاحتمالی والدرج الاحتمالي نلاحظ أن متوسط أو مركز التوزيع 
الاحتمالي يقع عند النقطة 1 = × . سنحاول [ثبات أن التوقع الرياضي (القيمة التوقعة) 
للمتغیر العشوائی النفصل × هو متوسط أو مركز التوزیع الاحتمالي للمتغیر ×؛ آی 
آن : 

1 - یع < د ريم 

لاثبات ذلك سوف نفترض أننا قمنا بتجربة ما عدد من المرات وليكن 4,000,000 
مرة وكان المتغير العشوائى × يمثل عدد مرات إجراء التجربة عند القيم الموضحة في 
امحدول التالی : 


۲۸ نظرية الاحتمالات و تطبقاتها 





حيث ان 4,000,000 = N‏ 


000 ,000 ,2)1( + 1(2,000,000) + 1,000,000 )0( 
س لل س LL‏ 


000 ,4,000 
۱ ۰( - 
(ذن 4 4 ر 4 
۳ 
F(X) = 1‏ .۷ < = 
x= Û‏ 
أي أن القيمة المتوقعة E)‏ هي متو سط آو معدل مجموعة القياسات أو 
المشاهدات . 
ملاحظة ١‏ ,۱ , > 


() عندما يأخذ المتغیر العشوائي × قيما منتهية» فان التوقع الریاضی 
E(A) = 3. (XxX)‏ هو المتو سط المر جح لهده القيم واحتمالاتها المقابلة . 
متغیر العشوائی × يأخذ قيما منتهية 0 وكل قيمة لها الاحتمال 


0پ بإ التوقع الریاضی ر = = 3ء = E(X)‏ هو المتوسط 


7 
4 


بوي 


(ب) إذا كان 





التوقع الرياضي للمتغيرات العشوائية 2۹ 


بح ی ا ا یج مرا 


 ,‏ التوقع الرياضي لدالة في المتغير العشوائي المنفصل 

إذا كانت )21 دالة فى المتغير العشوائی المنفصل (function of a discrete‏ 
random variable X)‏ فان HX)‏ ھی اشا بتظر عشوائی و له قيمة متو قفعه((1:)۳1)2؛ 
أي أن الدالة فى المتغير العشوائي هي متغير عشوائي أيضا. 

إذا کان × متغیرا عشوائيًا منفصلاء ودالة احتماله ()1 فان القيمة المتوقعة 
للدالة (1)26] تعرف کمایلی : 

f(x.)‏ ہت + .. + f(x) + H(x,)‏ (ر,ن1 = (ر(5]07 
f(x)‏ (,۲1 ( = 


يمكن ملاحظة أن الدالة ()1 تأخذ القيمة (×)11 عندما × = ×. 
ماب ۱ + ۲ ر 


ادا كانت (۲1)26 دالة في المتغير العشوائی المنفصل ‏ والذي دالة احتماله (1)5 
فان القيمة المتو قعة للدالة (1)26 تعر ف بالصيغة العالة : 


۶0۵ 2۲۵ = [(11)6]ظ 


ملاحظه ۱ , ۲ , > 
۱ باستخدام التعریف السابق یمکن أن نستنتج على وجه الخصوص المفاهیم 
الائبه : 


اذا كانت ۲100-26 فان E[H(X)] = E(X°) = > x? f(x)‏ 
وإذا أخذنا *(26-۱1) = )11 حيث لإ هو متو سط المجتمع ؛ فان : 
Y (x; - pM” f(x)‏ = "رلر -ظ = [(۳]11)26 


۰ ۵ ۲ نطر یه الا حتمالات وتطقاتها 


ا O؛‏ 5 ان 


Var(X) = o? = E(X - زیر‎ = Y (x; =")? f(x) = E(X”)- [WCF 
(standard وكذلك تسم الجذر التربيعى الموجب للتباین بالانحراف المعیاری‎ 
: فان‎ H1)×( = 2 , ۲ < 1, 2, ... وبصمه عامه ادا كانت‎ . deviation) 
EX) = Sx f) 


وهذه تسمى العزم الرائي حول نقطة الأصل للمتغیر العشوائی ×» ويرمز له 
بالرمز ہٰلا . وبالمثل إذا كان لدینا... ,2 ,1 <۲ , "0-×) = ()1 فاننا نحصل على : 
f(x)‏ زس - D> (x;‏ = رل - )۳ 


الذي يسمى العزم الرائي حول الوسط م للمتغير العشوائي × ويرمز له بالرمز 
بل . 


فان ١‏ ۲ ؟ 
من الجدول الاحتمالی التالی آو سل المتوسط والتباین للمتغیر العشوائی >2 . 





من تعريف التوقع الرياضي للمتغير العشوائی ا نحصل على : 


SII‏ : ظ 
2-9 )9+ 22ج )۱+ +0 - (1)5 2 = E(X)‏ < لا 


التوقع الریاضي للمتغیرات العشوائیة ۲ 
وکذلك من تعریف التباين للمتغير العشوائي × نجد أن : 


i SE 
Var(X) = “و‎ =E [(X- | : و‎ UP IS) 


x=Û 


)179(4 0[ ۵-۱792 بل )۹۳ 0ج (1.75- 0) 


0.9375 


ومن ذلك يمكن الحصول على الانحراف المعیاری 6 وذلك بأخذ الجذر 
7 = ۰۷09375 = (۷۵۲)26/- = التباين/ه = 0 


مال ۳ ٤,۲‏ 
إذا كانت دالة احتمال المتغير العشوائی × معطاة كما پلی : 
3 سے ی 
f(x) 46‏ 
خلاف ذلك 0 


فإن العزم الثالث للمتغير العشوائي حول نقطة الأصل 


3 ہے ہے 3 
۱ ۹ 
9 سس سل = 7 E(X°)=‏ 
6 رم - 6 2 ۱ ,2 
گے ا کی ا نے مع TB‏ ت 
6 6 6 6 6 


مثال ۲,۳ , 6 
إذا كان × له التوزيع الاحتمالي التالي : 


0.30 





E)3X-1), E(X), E)X+2) فأو جد‎ 


۳ نظر ية الاحتمالات وتطبيقاتها 


الحل: 


الآن یمکننا إیجاد دالة احتمال المتغیر العشوائى 1 - ×3 = (1006] ممثلة کالتالی : 






ومنه یمکن حساب التوقع الرياضي للمتغیر العشوائي 1 - 316 = (11)36 كما يلي : 


۳)32 -1(< ۲ )3-1( f(x) 
200.2( + 5)0.3( + 8)0.2(+11)0.2(+ 14)0.1( 
)(4 +1.5 +1.6 +2.2 +1.4 = 7.1 


E ]۳1)2([ 


1 


|| 


وبالمثل يمكن تمثيل دالة احتمال المتغير العشوائی “× = (11)26 كما يلى : 


2 3 4 5 





أي أن التوقع الریاضی ”× = (11)7 هو : 


۴8 HN = Es J 38 
1)0.2( + 4(0.3) + 9(0.2) + 16)00.2( + 25)0.1( 
0.2+1.2+1.8+3.2+2.5 = 89 


۱ 





التوقع الرياضي للمتغيرات العشوائية Yor‏ 


E[(H(K)] = (2-2غ)8‎ = (x*+2) f(x) = 10.9 


۲:٢ فل‎ 


إذا كان × متغيرا عشوائيًا يمثل عدد النقط التي يمكن الحصول عليها عند رمي 
زهرة النرد متزنة مرة واحدة فأو جد القيمة المتوقعة للمتغیر العشوائى 1+×1)×(=2 . 


الحل: 

من المعروف أن تجربة رمى زهرة النرد تجربة متغیرات عشوائية منفصلة . وبذلك 
يمكن القول بأن × في هذه التجربة هو متغير عشوائي منفصل . وحيث إن زهرة النرد 
متزنة فان لكل × الاحتمال نفسه؛ اي آن : 


۱ 
و ی با 2 بل جات ۲۱۱ 
(x)‏ 


وعليه من تعريف التوقع الرياضي لدالة المتغیر العشوائي المنفصل × نجد أن : 


E(2X +1) = (2x? +1) f(x)‏ = [(1166]ظ 


6 1 
= ¥ (Ix +] 
3 0 


5 2 )3+9+19+33+51+73( - 3 


۳ خواص التوقع الرياضي للمتغيرات العشوائية المنفصلة 

نتعرض هنا لبعض الخواص الأساسية العامة للتوقع الرياضي للمتغيرات 
العشوائية المتقطعة أو المنفصلة التى تسهل العمليات الحسابية المتعلقة بالتوقع 
الریاضی ‏ ومن جمله هذه الخواص مایلي : 
الخاصية الأولى 


القيمة المتوقعة لأى قيمة ابتة هى القيمة الثابتة نفسها؛ أي أنه إذا كان 2 ثابتا فان 
E(a) > 8‏ . 


۳ نظرية الا حتمالات و تطبیقاتها 


البر هان 
إذا کان × متغیرا عشوائيًا منفصلا له دالة احتمال (×=٭)۴ = («)1 حيث 
0 .... ,2 1-1 فإن من تعریف التوقع الرياضي نحصل على : 


>a 1): )‏ = ازع 
1 | 


1۴ (8 ):(+. +3 FC.) 


زر ]یی a ]1) J+,‏ = 
f(x;)‏ > 8 = 
2 
لکن من المعروف أن 1 = (,×)؟ رو ء إذن 
1-۱ 
E(a) > a‏ 
الخاصية الثانية 
ادا كان × متغيرا عشوائيًا منفصلا» وكانت اط ,2 ثوابت» فان : 
E(aX+b) = a E(X) + 0‏ 


البرهان 
قرش آن دالة الاحتمال لا مه العشوائى × هی (1)*1 لكل 1 , .. ,1=1,2. إذن 
من تعریف التوقم الرياضي نجد أن : 


E(aXx+b) = < (ax; +b) f(x;) 
=1 


(ax, +b) f(x,)J+(ax, +b) f(x,)+...+ (ax, +D) (,د)]‎ 
a [x f(x رم اج(‎ +... K F(X, + D{F(X JFK JF... زر‎ 


0 + 800 و = b < fe)‏ + ہما با کے 
١2 |‏ 


=| 


التوقع الرياضي للمتغيرات العشوائية ۳۵۵ 


حيث إل : ۱ 
EA). 3 J = |‏ ے HEJ‏ > 
15 
مللاحظة ٤,۳, ١‏ 
تسمی طا+(×)48 = (+07) بالقيمة المتوقعة للتحويلة الخطية للمتغیر العشوائي 
1 


ادا کان 0 = ط فان (2۳)2 = E(aX)‏ 
إذا كانت 4إ- = 9 ,1 = 2 فإننا نحصل على : 
۱ -(۳2 = (ا- ۳2 = E(aX+b)‏ 


و ديم 37 
0 = 


أي أن القيمة المتوقعة لانحرافات المتغير العشوائی × عن متوسطه الحسابي دا 
تساوی صفراء وهذا یکافیء خاصية من خصائص المتوسط الحسابي التي تنص على 
أن المجمع الجبري لانحرافات القیم عن متوسطها الحسابي يساوي صفرا . 


الخاصية الثالثة 
القیم المتوقعة لمجموع أي متغیرین عشوائیین يساوي مجموع توقعاتها الرياضية ؛ 
أي أن : 
E(X +۷ = 8 + ECY)‏ 
البرهان 


نفرض أن ۷ ,× متغیران عشوائیان منفصلان معرفان على فراع العينة 5ء و آن 
المتغیر العشوائی × یأخذ القیم × ...یڈ باحتمالات (ي»0 .... «(20 ()8) 
وكذلك المتغیر العشوائی ۷ يأخذ القیم ,لا ... ,رلا : لا باحتمالات (,۷) 0, ... «(, ۳60 
عندئذ یکون المجموع ٦‏ متغیرا عشوائيًا يأخذ القیم + باحتمالات ,)1 
لکل ہے راہ رق یبال 


7 ۲ نظریه الاحتمالات وتطبيقاتها 
من تعریف التوقع الرياضي نحصل على : 


)لا , FX;‏ زین Y‏ ۱ <(۷+))8 
۱ 
, وق Sy‏ لا 0؟ & J‏ -(۷+))۴ 
ادن ۱ j ١‏ 
زرلا , :)۲ 2*2 = (۷۱ , )1 ۲ 22 3 
لو ¢ TO‏ ی :0/2110 , )ار ج 


5 2, Xi رریاع‎ 


= E(X) 
.× حيث إن (رر , :۲65 2 هی دالة هامشية للمتغير العشوائی‎ 
: وبالمثل أيضا‎ 
زلا 3 ر2‎ 10 ۷ 5 ۳ 2 (xX: + رزلا‎ 
J ۱ 
۳ >y; [f(x ۰ ۷ (۵ لا‎ ( +... +) 1 ۷ (1 
۱ 


h(y;)‏ در 


E(Y)‏ ت 


1 


حيث إن ( 160 = (رلا , )۴ ر دالة هامشية في المتغیر العشوائي ۷ 


ومن ذلك ينتج أن : E(X) + E(¥)‏ = (۷ + >()۳ 


التوقع الرياضي للمتغیرات العشوائية ۳۷ 


ملاحظه ۲ , ۳ ,ع 
)١(‏ یکن تعمیم الخاصية الثالثة لأي عدد نهائی من ا متغیرات العشوائية كما 
يلي 
إذا كان لدینا عدد 7 من التغیرات العشوائية القصلة ى ہہ مرک x‏ 
فان : 
E(X,) FEK) + + E(X, )‏ 3 ( وک وده Xs‏ ,26 )۴ 
أو کن کتابة ذلك كما يلي : 


1 





tx 


i= [ 


أى أن القمه المتوقعة لای علد نهائى من المتغيرات العشوائية يساوي مجموع 
تو قعاتھا الرياضية. 


الخاصية الر ابعة 
القيمة المتوقعة حاصل طر ح آي متغیرین عشوائیین يساوي طر ح توقعاتهما 
الرياضية ؛ آی آن ؛ 
E(X - Y)=E(X)-E(Y)‏ 
نترك برهان هذه الخاصية للقارئ لانه مشابه تماما لبرهان الخاصية الثالثة . 


الخاصية الخامسة 
القيمة المتوقعة حاصل صرب متعیرین عشواتيين مستقلین يساوي حاصل 
ضرب توقعاتهما الرياضية؛ أي أن: 
E(X) E(Y)‏ = ( 26۷ )"۲ 


البرهان: 
نفرض أن × متغير عشوائی يأخذ القيم ,م5 یا ,و ,× » وكذلك ۷ 


۳۸ نظرية الاحتمالات و تطبیقاتها 


متغير عشوائی منفصل يأخذ القیم لا سس ۰۷۱۰۷۰ نفرض کذك أن احتمال أن 
يأخذ التغیر العشوائی × القيمة × هو (:*)8 ء وأن احتمال أن يأخذ التغیر 
العشوائى ۷ القيمة رلا هو (رل)1 »> وأن حاصل الضرب 2۷ هو متغير عشوائی 
۱0۳ القيه رلا باخ ت مات ( لن :)ا تلقل 
لا ولا = و ها 2 رہ كن وحيك إن )ا نتغیران عشواقيان 
مستقلانء فان دالة الاحتمال المشتركة لهما يمكن كتابتها على الصورة التالیة: 
(YS;‏ ( :)2 < (رلا + x;‏ 
إذن من تعریف التوقع الریاضی : 


(رلا ۰ ۶)۴ ر۱× یم 2 


E(XY) 


2, رک را رنه‎ ( P(Y;) 
۲ [ 


|| 


( )۱ ز ۷ 2 (:*)8 در 
۱ 1 


= E(X)E(Y) 
٤,۳,۳ ملاحظة‎ 

يمكن تعميم الخاصية الخامسة لاي عدد نهائى من التغیرات العشوائية ‏ كما 
يلي : 
إذا گائت یط ہے ووک کد متغيرات عشوائية عستتفلة قان 

E(X X2 ..X,) =E(X, (E(X») ۰. (26)ظ‎ 
: أو على الصورة التالية‎ 
8/11 | - 11| 80 


= [ | = | 


التوقم الرياضي للمتغیرات العشوائية ۲0۹ 


الخاصية السادسة 
إذا كانت (۲166 دالة فی المتغير العشواتى 26 وكانت 2 مقدارا تابثا فإن: 
H(X)|‏ ا H(X)] = a‏ کات 
البرهان: 
من تعريف التوقع الرياضى لدالة المتغير العشوائي النفصل × نحصل على : 


Ela H(X)| - DaH(X) 100 


- a 2 H(X) f(%) 
- a ۱ظ‎ H(X) | 
الخاصية السابعة‎ 
القيمة ا متوقعة لجموع دوال ا متغیر العشوائي × تساوي مجموع قيمها التوقعة؛‎ 
قثل عدد  من دوال التغیر العشوائی‎ H1, )×(, ۲3)26(, ..., ۲۲,)26( أي إذا كانت‎ 
: فان‎ × 


EH, (x) + یپ ,)ا‎ FH ,)۶( - E|H,(X)| ۳ E|H2(X)| + ...+ ۶م‎ 


البرهان: 


5 


[1 








3 


[Xn ) | f(x) dx 


k a 
8 2 | H.(X) f(x) dx 


۲۹۰ نظرية الاحتمالات وتطبيقاتها 


الخاصية الثامنة 
إذا كانت (12)6] > (1,)26] لجميع قیم × فان : 
H2(X)|‏ اط > | (26) , ۲۸ اع 





البرهان: 
من آصول التکامل آنه إذا كانت 0 < (×)ط حمیع قیم × فى الفترة (۳,ه) فان : 
0 
dx < 0‏ ومط | 
فإذا اعتبر نا ف 
h(x) = | H,(X) - H,(X) | f(x)‏ 
حیث (×)ر 8 > (×),۸1 , 0< (×)۴ میم قيم × الحقيقيةه فان 
0< (×)1 لجميع قيم × الحقيقية وتكون: 


| [B(x ف‎ ۲۲ ,)26( | ])×( ۵-۲۵ dx < 0 


نیس 


۲, ۵[-| H,(%) f(x) dx - | 8,۴ f(x) dx 


ت 2ت - 


الخاصية التاسعة 
سبق أن ذكرنا فى الملاحظة (۲,۱ ,4) أن التباين للمتغير العشوائى × هو 
القيمة المتوقعة لمربع انحرافات المتغير العشوائی عن متوسطه الحسابى؛ أي أن : 
ضر - [0(2<) |8 = | “لس -×) E|‏ = (×)۶ہ۷ 
البرهان: 


| ثب + جر :پر زط ۔ |( ×) Var(X) = E|‏ 


التوقع الرياضي للمتغيرات العشوائیة ع 


باست‌خدام الخاصية السادسة نجد أن : 
E(u?)‏ + | جرد اع = |2(<) اط = Var(X)‏ 
وحيث إن " ثابت» وبتطبيق الخاصية الأولى والثانية نحصل على 
تم + 2 - | x?‏ لت = )عه 


ا | 72 |8 5 
وهذه ا خاصیة تفيد فى تقليل الجهد المبذول لحساب تباین المتغير العشوائی ×. 


ملاحظة ٤‏ , ۲ , ؟ 

( أ ) یکن ملاحظة أن للتباین صورا آخری بالإضافة إلى الخاصية الثامنة؛ منها: 
“لد - Var(X) = o = E(X‏ 

وحیث إن (×)8 ٢<‏ فانه يمكن كتابة ذلك على الصورة التالية : 
Var(X) = o = E(X - E(X))‏ 

وجميع هذه الصور متكافئة وتعنی شیثا واحدا. 


(ب) يمكن أن نستنتج من الخاصية الثامنة بعض المفاهيم الخاصة التالية : 
إذا كان ۵ = × فان 


أي أن تباین العدد الثادت يساوي صقرا . 


ادا كان 22 = × حيث إن 8 تابث فان : 


Var(aX) = E[aX]’ - [E(aX) |’ 


a? E| Xx? | ۔‎ 2 [E(X)} 


a? |E(X) - (E(X))7 | = 2ه‎ Var(X) 


: توابت فاد‎ ٥, اذا كان طا + 22 = × حيث إن ا‎ 
Var(aX + b) = E[aX + b|* + | E(aX +b) | - ۵* Vaı(X) 


کال ۱ ,۲ .۲ 


اذا كان ۷ ,26 متغیرین عشوائیین منفصلین. ودالة الاحتمال الشترکة ليها 
موضحة بالجدول الاتی : 





فأوجد ما یلی 
E(X+Y), E(2X3Y) , E(XY)‏ , ر(راص E(X),‏ 
الحصل: 
ساب القيمة التو قعة للمتغیرین العشوائیین ۲ ,× يلزمنا إيجاد الدوال الهامشية 
أو الخاصة لكل من التغیرین ۲ ,×؛ أي الحصول على الدالتين (/1)9 ,(×)) على 
التوالی وذلك بجمع الصفوف والاعمدة فى ا جدول التالي : 





التوقع الرياضي للمتغيرات العشوائية ۳۹ 


من لك یکون 


2, ۲ 10( 


2 


2)0.40( + 4)0.60( 


۱۹۱ 
بی 
۱ 


2 = 2.4 + 0.8 ے 


1)0.25( + 3)0.50( + 5)0.25( 


|| 


E( ¥) 


| 


2, y f(y) 
1 


0.25 + 1.5 + 1.5 = 3.0 


|| 


AFI) 2 ر2‎ (x+y) (x+y) 
E ۷ 


- )2+1()0.10( + )2+3()0.20( + 2+5()0.1( 

+ )4+1()0.15( + )4+3()0.3( + (4+5)(0.25) 

- 0.03 + LOOO 075 + 2.10 + 135-65 
- E(X) + E(Y) = 3.2 + 3.0 + 2 

E(2X -3Y) = 2E(X) - 38)5( 


۱ 


6 = (3)3.0 - (2)3.2 
وحیث إن ۲ ,× متغیران مستقلان فان : 
E(XY) = E(X)JE(Y)‏ 


= )3.2( )3.0( = 6 


کال ۲ ٢:۳‏ 
آوجد القيمة التوقعة للمتغیر العشوائی × الذي یخضع للقانون الاحتمالی 
|x-2| , x= 13‏ 2 


P(X) =:‏ 
حلاف ذلك , 0 


۳۹4 نظرية الا حتمالات وتطبیقاتھا 


الحل: 
من تعریف التوقع الرياضي لتغير منفصل ×: 


بنا 
ےا 
۱ 


>, x ۳۵۵ = > [CD-1-2| + زاد-دارم + |1|1-2( + )0۵م‎ 


نحم 


1 


دس[ 3+1 7 


عکن حساب (8)3 من كتابة القانون الاحتمالی («)2 على الصورة الحدولية التالية : 


تپ 





فال ۳ ٢۲۰۹۳‏ 
آوجد القيمة التوقعة للمتغير العشوائی 1 + ”×2 = (×)ع إذا کان ا متغیر العشوائی 
× عثل عدد النقط التی تظهر نتيجة رمى زهرة النرد متزنة. 


الحل: 


القانون الاحتمالی الذی يعبر عن ظاهرة رمی زهرة النرد التزنة هو : 


30:80 و ل KOU‏ ی 


سب إی 


P(x) =‏ 
خلاف ذلك 


- 


التوقع الرياضي للمتغیرات العشوائية ۳۹۹۵ 


)م g(X) | - 2 g(x)‏ اع 


6 
+ . (2:2+1) ر۵ 


x= |‏ 
1 
کی سو د 
x= |‏ | سا 
4 _ ہے 291 ]1 _ 
8 .+ 


لاحظ اتا استخدسن ات ٠‏ ۳601129۴۱۱ مر 


عثال ٤,۳‏ 
كان لدینا ثلاث قطع نرد؛ الاولی بیضاء والثانية حمراء والثالثة زرقاء» وکل 
قطعة مرقمة من 1 إلى 6. قمنا برمي القطع وكانت النتيجة هى إضافة ضعفى الرقم 
الأحمر إلى الرقم الأبيض مطروحا منه الرقم الأزرق؛ فمثلاً إذا كانت توجد 3 
أرقام بیضاء و 4 حمراء و 2 زرقاوين فان النتيجة ستكون 2=9-(2)4 +3. إذا 

رميت القطع عددا كبيرا من المرات» فما متوسط وتباين نتيجة الرمى؟ 


الحل : 
نفرض أن ,26 , ,× , بي × تمثل الأرقام الناتجة عن رمى قطعة النرد البیضای والحمراء. 
والزرقاء على التوالى. ونفرض أن ۷ تمثل النتيجة بعد إجراء عملية الرمى» وتکون : 
ekg FAA.‏ 


ا نظر ية الا حتمالات و تطببقاتها 


الطلوب هو ایجاد(۷۵:)۷ ,(۷ ۴E)‏ . 
نلاحظ أن 


E(Y) = E(X, +2 2, +X, ) = E(X,) + ZE(X,) - E(X;) 





aa aR 6_1‏ دادما رو 0 ea‏ ہے و 
سے اج (5* )چ4 + |ح 3 زح |2 + زح )۱( E(x; i= wr.‏ 
إذن 
3-7 - + .| |2 + > -(۷): 


8)(۶]۔ (۷۶)ظ = (۷ )۷۵۲ 
62 - ,236 د ER,‏ ( ۳۷2 


E(x) + 485(5, X,) - 2E(Xw Xo) - 45) Xo )‏ + ) 4۳/2 + یداہ 


E(x, )+4E(X? و6 )تب‎ )+4E(X ,, )-E(X,)-2E(X „ ).E(X» )-4E(X,).E(Xo | 


وست ان 


لد م را RE‏ وج نفع شهج r, b)‏ ,۷ ع ز , E(X?‏ 
ادن 
21 21 . 21 21و 21 42 + + و 21 ہے (۷۰) 

9[ 364 91 49 133 

ل سے پک4 ۔ ہت لالہ و لب سم 7-3 WN‏ 

6 6 6 7 

133 

ومن ذلك ينتج أن 5 = *(7)- تس[ و۷۵ 


التوقع الرياضي للمتغیرات العشوائية 


4 ,4 التوقع الریاضی للمتغیرات العشوائية المتصلة 


ندرس فى هذا البند التوقع الریاضی للمتغیرات العشوائية التصلة بموازاة ما 
قمنا بعمله فى البند السابق فیما يخص التغیرات العشوائية المنفصلة . 
تفر ھچ ۱ , ۶:۷۸ 


لتوقع الریاضی أو القيمة التوقعة للمتغیر العشوائی التصل ۰ ويرمز له 
بالرمز (۳2۶ ویعرف بالصيغة الرياضية التالية : 


E(X) = | xf ۹‏ 
بشرط أن یکون التکامل موجودا و (] دالة کثافة الاحتمال للمتغیر العشوائشی 
المتصل ×. 
گان ۱ ۲.۸ 
آوجد القيمة التوقعة للمتغیر العشوائی التصل × بدالة كثافة الاحتمال 


AI, (EET 


f(x) =‏ 
خلاف ذلك , 0 


الحل: 
من تعریف التوقع الرياضي للمتغیر العشوائی التصل نحصل على : 


8 x f(x) dx 


E(x) 


|| 
مب 
نت © 
مد 
سس 
صم 
1 
یت 
تست 
بت 
سم 


۳۹۸ نظرية الاحتمالات وتطبيقاتها 


کال ۲ و ر 
إذا كانت دالة الكثافة للمتغير العشوائى المتصل × معطاة بالعلاقة : 
1 پ ہے a‏ 
r (1+x )‏ ا 


خلاف ذلك , 0 


فأو جد القيمة المتوقعة للمتغير العشوائى التصل ×. 


الحل: 


من تعريف التوقع الرياضي نجد أن : 


E(X) = | xf dx 
1 
سی .۱۳ ف‎ 
r (1+x*) 
0 
9 ا (|(2< 1 ) هذا‎ (2) 
Tt 1 


قیال ۳ ۴۰۶ 
آوجد القيمة التوقعة للمتغیر التصل × إذا كانت دالة كثافة الاحتمال له 
ي 


1 
x <1‏ , س (ن)] 
×| , جر =( 


التوقع الرياضي للمتغیر ات العشوائية ۲۹ 


الحل: 


E(X) | 0 dx 


5 ۱ و‎ ods 


|x| 
<< | ۱ dx 
2x 
|| < 1 


| 2× 
|| < 1 


إذن (×)8 غير معرفت لذلك یکن القول إن القيمة التوقعة للمتغیر العشوائى 
المتصل × بدالة الكثافة 1 < |« ۱ حك = 00 ليست موجودة. 





٥‏ ,4 التوفع الریاضی لدالة فی المتغيرات العشوائية المتصلة 
كما هو الخال فى المتغير العشوائی ا منفصلء يمكن تعريف التوقع الریاضی 
لدالة المتغير العشوائى المتصل . 


تعریف ۱ , ۵ ؟ 
إذا كانت (×)1 دالة فى ا متغیر العشوائی التصل × الذی دالة کثافته الاحتمالية 
(«)1؛ فان القيمة التوقعة للدالة (11026 تعطی بالصيغة التالية : 


E[H(X)] = ۳8 EE Fk 


بشرط و جود التکامل . 


۳۷۰ نظرية الاحتمالات وتطبیقاتها 
کال ۱ شيع 


من الثال ١‏ ,5 ,4 آوجد القيمة التوقعة للدالة (11)5 حیث إن : 
H(X)=X‏ , 2-1 < (۲1)26 


الحل: 


من التعریف )٤, 5 ,١(‏ السابق نجد أن 


۳۴) 2 - 1( -| ۰ 1 ( f(x) dx 


باتک 

4 

ما 
۱ 


2 
2 (2x - 1()1 -x) dx 


2 
×ق (1 - 43 22 +) 2 
| 








۱ اس 3 + 2 2 - 
| 2 3 


الان و نہ بنفس الطريقة یمکن إيجاد : 


التوقع الرياضي للمتغیرات العشوائية ۳۷۱ 





5 2 - 3 7 
3 4 6 
٤,٥,١ فثال‎ 


إذا كان × متغیرا عشوائيا له دالة كثافة احتمال معطاة كما يلى : 
JE FF‏ ب. ۲ 
I(x) =‏ 





خلاف ذلك , 0 


فأوجد القيمة التوقعة للمتغیر العشوائى "ع-۷. 


ال 
2 


من تعريف التوقع الرياضي لدالة ا تغیر العشوائي التصل نحصل على : 


E(Y) = ۲/6۶ ( = / e“ dx - 6-1 


۳۷ نظرية الاحتمالات و تطبیقاتها 


مثال ٢,٦,۳‏ 
إذا کانت (0] دالة كثافة للمتغیر العشوائی التصل × معرفة كنا یلی : 
1 وت 0 مج 


f(x) =‏ 
حلاف ذلك , 0 


3x 
. H)×( = 6 * فأوجد |(۲1)2 ۳ حيث إن‎ 


الحل: 


|| 
ام 

5 8 

| 
تا 

اس 
باب 
اس 





فا ۶ ۴.۵ 
اذا كانت ( دالة كثافة احتمال معرفة كما یلی : 
1 0 ے 8۲ے 201 
(x) =‏ 
لاف دلك , 0 


التوقع الرياضي للمتغيرات العشوائية ۲۷۲۳ 


2 


2 سس 


فاثت أن 
الحل 
۱ 
وق تر وا ۳ E(x)‏ 


۱ 
د‎ 1 ۳۹ x" | dx 


ن0 


1 2ح | r+‏ 
XK X‏ 3 
ا [ + r‏ ظ 
سے ۰ سے 
)2 پع)(1++ع) 








شكال ٢.8.8‏ 
إذا كانت دالة الكثافة الشتر كة للمتغيرين ۷ ,× معرفة کالتالی : 


2 2 239 1 . 1 * 10۳*216 2 + ں) > 
7 ظ 
f(x,y) =‏ 
حلاف ذلك ۱ 0 


فارجد آ7 ,2813ء حیث إن = .H(X,Y)‏ 


تھا 
تقار 
و تقل 
۳۷ 
ع٤‏ 


پ 














2 _ 
تچ 
1 ۱ 
6 
از 
و 
J‏ 
= 
2 
1+6 
2 
۱ س 
4 ب 
84 
2 
٥‏ 
حظة ۱, 
مالا 


اتصا ص 
اصر 
حو 
المکتیر ات 
می 
9 تعسم 
۱ ۷ له | 
حا 
7 
۱ شل ی 
شر هر 
سر ۱ 
0 شوائی 
1 ۱ حا 
۱ ۳ فی : 
7 موہ کی 
الريا الخوا 
7 هده 
یت 
7 
آما | 
1 


لنفصا ۰ ۱ 
ید رل || ۱ عراب" ۱ 
۱ و 


(Xx 
,۷( ۳ 
مثال ۱ که‎ 
تو‎ 
ہو‎ 
ht 
لهما ذالة كثافة مدع‎ 
ان‎ 
انب‎ ٦ 
۱ / 
1 ك‎ 
اب صسعير ين‎ 
سس یں‎ 2 ۱ 
۳9 کال‎ 
ادا‎ 1 


التوقع الرياضي للمتغیرات العشوائية ۳۷۵ 


معطاة بالعلاقة 


x(1 + 3۷*( 


2 , 05253 , 025:2 [ 


(x,y) =‏ 
حلاف ذلك 0 


فأوجد EX), BY), 2+۷ (, E(XY)‏ 
الحل: 
نلاحظ أنه لایجاد (8)۷ ,()58 فاننا نحتاج إلى الدوال الهامشية لكل من 


المتغترين. ۷ > أي نرید ایجاد الدوال (10۷ ,(×)۴ على التوالی . 
من تعریف الدوال الهامشية تحصل علی : 


f00) = 1 f(x,y) dy 





f)y( = 1 f(x,y) dx 


۳ , 1 کہ x‏ 1 
رعو ی ولج | وا سے ای ٭ 


۳۷۹ نظرية الا حتمالات و تطبیقاتها 


من تعریف التوقع الرياضي للمتغیر العشوائی التصل نحصل على : 





| 
الست 
نم بج 
اس 
سم 
مت 


لت 
اع 
1 


y f(y) dy 


۱ 


| : 
چ6 
dy‏ (1+33:2) ۷ 5 
00 
1 . ۱ 1 4 ںی 
کا ساك مر کو ا 
8 4 واه ين 4 ۶۱۶ 


من تعريف التوقع الرياضي لدالة المتغير العشوائی المتصل نحصل على : 


نب | 








حل 


E(X+Y) = ۳ | (x+y) f(x,y) dx dy 


تح - 


2 
1 


x(1+3yُ 
- (x+y) +۹ کے‎ dx dy 
0 


التوقع الرياضي للمتغيرات العشوائية ۳۷۷ 


9 0 
2 2 
5 1 2 1 | ۸ 3x 
0 ' 0 


إذن 


8) +۷ ( = 7 


من الملاحظ أنه يمكننا إيجاد القيمة التوقعة (۷ +۳0 بطريقة مباشرة وذلك باستخدام 
خواص التوقع الریاضی للمتغيرات العشوائية کمایلی: 
من خواص التوقع الریاضی نجد أن 


_ 5ر پےے 5 


کے دید پر 2+ ۳ = (۷)ظ + E(X+Y) = E(X)‏ 





وبالثل لایجاد (۴)×۷ عکننا استخدام أي من الطريقتين التالیتین : 


الطريقة الأولی: استخدام تعریف التوقع الریاضی لدالة التغیر العشوائی التصل 


۳۷۸ نظر ية الاحتمالات و تطبقاتها 


“3۰4+ 1 3 اي 
روم تاک سن | - xy f(x,y) dx dy‏ | | - ( 2۷ )۲ 


2 


۱ 
2 E EK 1 
- ۱ اح ااا‎ dy dx = | 4 
0 


0 





5 ات 1 22× 
2 














الطريقة الثانية: كما ذكرنا؛ إننا باستخدام التوقع الریاضی لاي متغيرين عشوائيين 
فستقلين ۲ ۴ 
8 

8 


ظط | دى 
28 
پ | خخ 


E(XY) = E(X).E(Y) = 2 


٤٦‏ حساب التغاير لمتغيرين عشوائيين 

ندرس فی هذا اب مفهوم التغاير (60۷۵۲1۵066) بين متغيرين عشوائيين 
تنطبق على التوقع للمتغيرات العشوائية . يعطى التغایر بین متغيرين عشوائيين ۲ ,× 
مقياسًا عدديًا يبين مدى تغاير المتغيرين من حيث إنهما قد يزدادان معا أو ينقصان 
معاً. يرهز لتغاير متغیرین 2,۲ بالرمز ہے أو (60۷)2,۷. 


تعریف ۱ ٤, ٩,‏ 
یعرف التغاير بين التغیرین العشوائيين ۲ ,× بالقيمة التوقعة حاصل ضرب 
۴)۲(۱- ۷ ] [()ظ - ۰2 أي أن : 
Cov(x , ¥) =E )]]×- E(x)] [Y -E(Y)]|‏ 


التوقع الرياضي للمتغیرات العشوائية ۳۷۹ 
نلاحظ أن 


Cov (X,Y) = (((۷)ط۔-۷] ([(۴(ط-×]اظ‎ 


XE(Y) - YE(X) + E(X)E(Y)|‏ - ۷× ام 


E(XY) - E(X)E(Y) - E(X)E(Y) + E(X)E(Y) 


E(XY) - E(X)E(Y) 


أي عکن كتابة تغاير التغیرین ۲ ,× على الصورة التالية : 
Cov(X , Y) = E(XY) - E(X)E(Y)‏ 

ا ١وب‏ 

لیکن ۷ ,× متغيرين عشوائيين ويعبران عن انجاه الزيادة أو النقص فى أسعار 
اسهم بنکین ۸.8 فی الملکة العريية السعودية. جلك کل بنك نسبة محددة من 
آسهم الينك الاخر . التغیر 1 = × یعنی أن آسعار آسهم البنك ۸ فی تزايد. و آن 
۷0( تعنی أن سار آسهمه فى تناقص . بالثل فان ۷1 تعنی أن آسعار 
آسهم لبك 8 فن تزاید وآن ۲-۵ تعني آن آسعار آسهمه في تناقص. یوضصسح 
الحدول التالی التوزیم الاحتمالی الشترك ل 





۱۸۹۰ نظرية الاحتمالات وتطبقاتها 


لاحظ أن (۲=1 ,۳02621 يعبر عن احتمال أن تزداد آسعار آسهم البنکین معاء وأن 


الحل: 
من تعریف التغاير بين ۷ ,× الذي ينص على 
|X ۰ E(X)| ۷ : E(Y)|‏ = زلا , Cov(X‏ 


أي آننا نحتاج ساب قیم كل من(×)۴ و (۷)ظ و (۷ E),‏ . 


نل٦‏ خظط أن 
xP(X =x)‏ رح = E(X)‏ 
(1()0.65) + (0()0.35) = 
0.65 = 
كما د أن 
(- )2 ررح = E(Y)‏ 
1 
(1()0.60) + (0()0.40) = 
0.60 = 


15 التوقع المشترك للمتغيرين فهو 


E(XY) = 3 xy P(X =x, ۷ إلا ع‎ 
x, 

(0)(0)(0.3) + (1)(0)(0.1) + (0)(1)(0.05) + (1)(1)(0.55) 

035 


التوقع الرياضي للمتغیرات العشوائية ۲۸۱ 


ومن ذلك نهد أن التغایر الطلوب هو 


Cov(X , Y) = 0.55 - )0.65()0.6(‏ 
6 - 
ستاك ۲ ا ,۲ 
أوجد التغاير بين ۲ , × فى الخال السابق إذا كان جدول التوزیع الاحتمالی 
اث ك لهسا هو کمایلی : 





الحل: 


نحسب آولا قيم (×)۴ و (۷) و (۷ ,)1 من الجدول كمايلي: 
E(X) < 0.65 , 12)۷( - 0.40 , E(X, ۷( 2 0‏ 
وبذلك یکون التغایر هو 


Cov(X , Y) = E(X , Y) - E(X)E(Y) 


|| 


= 0.10 - )0.65()0.40( 


- 6 


TAT‏ نظرية الاحتمالات و تطبیقاتها 


٤,۷,١ الخاصية‎ 

التغاير بين التغیرین لا , × هو نفس التغاير بين التغیرین × ,۲ ؛ أى آن: 
Cov (X , Y) = Cov (Y , X)‏ 

الخاصية ۲ , ۷ , ع 


التغاير بين أى متغير ونفسه هو تباين ذلك المتغير ؛ أي آن 
Cov (X , X) = Var (XX)‏ 


البرهان: 
لا تبات الخاصية کے اج نعوض فى أى صوره من صور التغایر ودلك بوضع 
× عوضاً عن ۷ آي ان 


Cov(X 0ڑ‎ = E(XX) -E(X)JE(X) 


E(x) - | E(X) ۰۶ 


Var) 


الخاصية ٤,۷,۳‏ 
التغاير بين المتغير العشوائی وأي مقدار ثابت يساوي صفرا؛ أي أنه إذا كان لدينا 
متغير عشوائى × ومقدار ثابت 2 فان 
Cov(X , 2( ٥ ۱‏ 
البر هان: 
من تعریف التغایر بين متغیرین ۷ ,× نجد أن : 


التوقع الرياضي للمتغيرات العشوائية TAY‏ 
E(XY) - E(X)E(Y)‏ = رلا , Cov(X‏ 
بوضع ه-لا (أى نضع ۷ مساوية للعدد الثابت 2) نحصل على : 
Cov(X , a) = E(aX) - E(X)E(a)‏ 


aE(X) - aE(X) 


E(X) - E(X)|‏ اہ 


= 0 


الخاصية ٤,۷, ٤‏ 
اذا كانت نا ثابتین فان 
Cov(aX , bY) = ab Cov(X , ۷ (‏ 
البرهان: 
لإثبات هذه الخاصية نضع لا( - لا ,×ة=× في العلاقة التالية : 
Cov(X , ¥) = E(XY) - E(X)E(Y)‏ 
ویکون 


Cov(aX , bY) = E(aXbY) - E(aX)E(bY ) 


۱ 


- ab E(XY) - aE(X) 7 


= ab E(XY) - ab E(X)E(Y) 


|| 


ab [E(XY) - E(X)E(Y)| 


= ab Cov(X , ۷( 


الخاصة ۵ ٤,۷,‏ 
اذا كانت ل ,رک یھ متغیرات عشوائيه فاد: 


Af‏ نظرية الاحتمالات وتطبیقاتها 
Cov(X, , Y) + Cov(X2 , ۷(‏ = زلا , وكا + Cov(X,‏ 


البرهان: 
ادا كانت م۸ + X=X‏ فمن تعریف التغاير بين التغیرین ۲ ,26 نحصل على 


Cov(X , ¥) = E(XY) -E(X)E(Y) 


|| 


(5)۷(ر× + E(X,‏ ۔ الو + ۶۴ 


- E(X,Y + X,Y) - (۷)ظ(,٭×إظ آط‎ + E(X» JE(Y)| 


Cov(X , ۷( = E(X,Y) + (62۷)ظ‎ - E(X, JE(Y) - E(X,)E(Y) 


[E(X, Y) - E(X, JE(Y)] + [E(X2Y) -E(X»2)E(Y)] 


( ۲ و و۵۷/26) )1 كلام < 


ملاحظة ۱ , ۷ , ١‏ 
يمكن تعمیم الخاصية ۵ ,6,۷ كما يلى : 
ادا كان لذینا 0 من ارات العشوائية . ومجموع هله التغیر ات هو 


2K‏ ییزج جا وب پت 
| 


ولدینا أيضا مجموعة آخری 2 من التغیرات العشوائية الا ... ,۷ ۷٠,‏ مجموعها 
شو 


۲11 
بی اھ عد ۲ Yi‏ 
1>ز 


1-[ 


فيمكن وصف التغاير بين ام ۱ ان بالعلاقه التالية : 
از 


التوقع الرياضي للمتغيرات العشوائية TAO‏ 


n 0 n 0 
COV 2K , الا‎ 3 2 COv(Xi , زلا‎ 
1-1 احز اسا | از‎ 





وهذه هى الصورة العامة للخاصية ١,۷,٤؛‏ فمشلاً إذا كان لدينا المتغيرات 
۷ ۷ ,ا + ,× + 2 فان التغاير بين هذه المتغيرات طبقا للعلاقة السابقة هو : 

Cov(X +X+X; , ولا +رل‎ = Cov(X,, ¥, J)+Cov(X,, Y2 )+Cov(X2,Y, ) 
+COV(X2, Y2 )+Cov(X3,Y| J)+Cov(X3, ولا‎ 


=x , 2¥ - 2, 00۷), , ¥)‏ اه 


یز اند اط 5 


الخاصية ٩‏ , ۷ , 6 
إذا كان ر× , ,× متغیرین عشوائیین مستقلينء فان التغایر بينهما يساوي 
صفرا؛ أي آن: 

Cov(X, , X2) > 0 


البرهان: 
من تعريف التغاير نكتب 
JE(X»2)‏ 0۳۹ 5 )8 د )262 ۱ ۱ )00۷ 


ذلك خد أن 


00۷), , X2) =E(X, (,7)ط(‎ -E(X, JE(X») =0 


TAT‏ نظریه الا حتمالات و تطبیقاتها 


۸ تباین مجموع أو طرح متغیرین عشوائیین 

ندرس فى هذا البند تباین جوع أو طرح متعبرین عشو ائین ) لا یکو نان 
متصلن» ونورد على ذلك 9 
تعر یف ۱ ,۸ ,؟ 


إذا كان ۷ ,2 متغیرین عشوائیین. فان تباین مجموعهما ویرمز له بالرمز 
Y)‏ + )۷ ویعطی بالعلاقة 


Var(X + زلا‎ = Var(X) + ۷۵۲) زلا‎ + 2 Cov(X , Y) 


ويمكن الحصول على هذه العلاقة الرياضية من تعريف التباين والتغاير فنجد أن: 


"ما + E(X, + X,)*- [E(X,‏ = ولا + Vax,‏ 
x3 +2x,x»)- [E(x,) + E(X»)]‏ + :×ط - 
|( + رکه - x»)‏ همکد - 
2۳ مه [ لداع x»)‏ موه ص مه 
۱ض عم هه مه قمع + رمع زتعم - 


5 Var(X, ) + Var(X») + 2 Cov (x, ۱ 99 


تعریف ۲ ,۸ ,> 


لاي متغیرین عانوائین ¥ يكن تعریف تباین حاصل طرحهما بالصيدة 


Var(X - Y) = Var(X) + Var(Y) - 2Cov(X,Y) 


التوقع الرياضي للمتغيرات العشوائية TAY‏ 


٤,۸, ۱ ملاحظه‎ 

فی حالة استقلال متغیرین » فان التغایر بینهما يساوي صفرا؛ اي آن 

۱ 0ع زلا , 7 ]9وت 

لاحظ أنه يمكن كتابة تباین مجموع متغيرين عشوائيين مستقلین ۲ ,× على الصورة 

: التالية‎ 
Var(X + Y) = Var(X) + Var(Y) 

وبالثل يمكن كتابة تباین حاصل طرح متغيرين عشوائیین» مستقلین على الصورة التالية : 
Var(X) + Var(Y)‏ = زلا - Var(X‏ 

من اللاحظ أنه فى حالة استقلال متغیرین عشوائيين» فان تباین مجموعهما 

يساوي تباین حاصل طرحهماء ويساوي تباین التغیر الأول زائد تباین المتغير 

التانی؛ أى أن 

Var(X + زلا‎ = ۷۵۲/2 - Y) = Var(X) + ۷۵۲) ۷( ۱ 


اك ۷ وا 

إذا كان الجدول التالی يعبر عن التوزيع الاحتمالي للمتغيرين 
العشوائیین 2,۷ سيك إن التغیرین عثلان مبیعات محلین تجاریین 3 ,۸ على الترتیب 
بالاف الریالات 





TAA‏ نظر ية الاحتمالات و تطبیقاتها 


فأوجد مایلی : 
( اقیمة التوقعة للمتغیرین × » 7 
(ب) القيمة التوقعة للمتغیرین ¥ ۰ ۲۷ . 
(ج) التغایر بين ×> لآ . 
(د) تباین ۷ + . 
رنب كاين 2-1 


الحل: 


)1( 


E(X) = 2 x P(X=x) 


X 


)0()0.16( + )1()0.31( + )2()0.40( + )3()0.13( 


0 + 0.31 + 0.80 + 9 


15 
كذلك يمكن إيجاد 
ةم 1 = EX}‏ 


= )0()0.16( + )1()0.31( + )4()0.40( + (9)(0.13) 


= 0 + 0.31 + 1.60 + 7 
= 5 


التوقع الرياضي للمتغیرات العشوائية ۳۸۹ 


(ب) نحسب (-۳)۷ ۷ ر2 


= 0 


E (Y) 


)۷۶( = 27 ۳) ۷-۲ ( 


0.70 


E(XY) -E(X) ۳۷‏ = زلا , Cov(X‏ 
ولذا فانه محساب (۳)2۷ نستخدم جدول توزيع الاحتمال فنجد أن 
E(XY) = 2D, xy P(X=x , Y=y)‏ 


= 0.10 + 0.02 + 0.20 + 0.20 + 0.15 + 8 


5 = 
وبالتالی فان : (1.5()0.50) - 0.85 = (ل , Cov(X‏ 
5 - 0.85 = 
0 = 


FE‏ لحساب تباین ۷ + × نکتب 
Var(X) + Var(Y) + 2 Cov(X , Y)‏ = زلا + Var(X‏ 
من الفقرتین ۴۱ء (ب) خد إن 


Var(X) = (2×)ظ‎ -]5026([* 


3.08 - 5 
0.83 


۳۹۰ نظرية الاحتمالات وتطبیقاتھا 


وبالتالی فان : E(Y?) - [E(Y)|’‏ = (۷2:/۷ 
070-5 - 
5 = 
ومن ذلك والفقرة (ج) نجد آن: 
Y) = 0.83 + 0.45 + 2 x 0.10‏ + ۷۲/2 
1.48 = 
(ه) اما تباین الفرق بين ۷۲۰۶ فيمكن استخدام الفقرتين (ج) ( د ) 
فنجد أن 
Y) = Var(X) + Var(Y) - 200۷) , 11‏ - 2 )۷۲ 
(2)0.10 - 0.45 + 0.83 = 
۵6 = 


۹ معامل الارتباط لمتغیرین عشوائیین 
يقيس معامل الارتباط بين متغیرین قوة العلاقة بینهما بعد أن تأكد لنا أن 
بینهما علافه خطية . 


تعریف ۱ ٩,‏ , 5 
إذا كان ۷ ,× متغیرین عشوائیین تباینهما (/۷۲026(,۷۵:)۷ على التوالی فان 
معامل الا رتباط (Correlation Coeffeicient)‏ بين التغیرین ۷ او ای مز له ال 

ہرم أو (¥ ,)۳٥ء‏ ویعرف بالصيغة التالية : 


Pxy = Corr(X, ¥) - EX [0ظ۔ ۷[ ×ظ‎ 





التوقع الرياضي للمتغيرات العشوائية i Ê‏ 


بالرمز (26,۷) ۰6:0۷ والقام هو اخدر التربيعي الوجب خاصل ضرب تباين المتغيرين 
۷ الذي عثل حاصل ضرب الانحراف العیاری للمتغیرین» ویرمز له بالرمز 0 
عندئد يمكن کتابة معامل الارتاط بصورة مكافئة 


Cov(X , ۷( 


Corr(X , Y) = 
و‎ 


والآن نعطی ثلاثة آمثلة لتوضیح كيفية حساب معامل الارتباط . 


ینان ۲۰۹,۰۲1 
آوجد معامل الارتباط بین 2,۷ فى بيانات الثال )٥:٤,۱(‏ التالية : 





الحل: 


E(X) < 0.65 , E(Y) 2۶0.60 , Cov(X, ¥) - 6 


و ساب معامل الارتباط نحتاج لعرفة تباین التغیرین ×۲ . 


۳۹۲ نظرية الاحتمالات و تطبیقاتها 


E(X?) = >, xp, 


0.635 


2 


0.60 


تا 
4 
رک 

۱ 


= 0.65 - 5 
- 5 


2 [ شر سل 
E(Y )-Î|E(Y)|‏ = 0 
6 - 0.60 = 
4 - 


P x,y 





|| 
- 
دی 
ع 


التوقع الرياضي للمتغيرات العشوائية TT‏ 


كال ۲ ۹۰ ,؟ 
أوجد معامل الارتباط بين المتغيرين ۲ , × من بيانات الخال ں٦٢‏ الال 


سز' << 









الحل: 
كما فی المثال السابق» نلاحظ أنه فى حل المثال ا انا 5 سی 
E(X) - 065 , E(Y) =0.40 , Cov(X , ¥) - 6‏ 
ولحساب معامل الارتباط نجد آولا مايلى : 
0.40 = ( ۷۶ ):۲ ۲ 0.65 = 2۱ )۳۲ 
ومن ذلك یکون التباین لكل من التغیرین هو : 


*|(5)26] - ( اص = یہ 


0.65 - 5 
0.2275 


ا 
|| 


۰ 8)92(- | ۴)۷( 7 


! 


0.40 - 6 


0.24 


ومن ذلك نجد أن معامل الارتباط هو: 


۳۹ نظرية الاحتمالات وتطبيقاتها 


YT)‏ , 2) وت 
mS‏ ها yg‏ 





۱ 
۱ 
ه 
ر 
00 


و هدا معامل ارتباط سالب بين المتغیرین ہک 


فال ۳. ۲.۹ 
آوجد معامل الارتباط بین المتغيرين ۷۰26 باستخدام بيانات الثال (۱ ,4,۸) السابق . 


الحل: 


آوجدنا فى المثال (4,۸,۱) مبیعات محلین تجاریین بآلاف الریالات» تباین 
3 = و 
5 = 62 


0 = تن 


من ذلك نجد أن معامل الارتباط هو : 





5 Oxy 
۴۷ > 
پ0‎ Oy 


0.10 
٩ 0.83 5 
= 6 


التوقع الرياضي للمتغیرات العشوائية ۳۹۵ 


وهو معامل ارتباط موجب. 


٠‏ خواص معامل الارتباط 
يحقق معامل الارتباط بين متغیرین عشوائیین مجموعة من ا خواص ندکر 
منها مایلی : 


لكا ۱ .3۶ , ؛ 
معامل الارتباط بين متغیرین عشوائیین 5,۷ هو نفسه بين التغیرین العشوائيين 


۷ > بعر 0م . 


الا 1*۷ 6 
إذا آضفنا بعض القیم للمتغیرین أو ضربنا التغیرین بقیم لها نفس الا شارة فإن 
معامل الارتباط یبقی ثابتاً لایتأثر؛ أي أن : 
 (‏ ) لجميع قيم 9,۵ یکون Px+aY+b 7 Pxy‏ 
(ب) لجميع قیم 9,2 بحيث 0 <30 يكون پپرم 7 +p‏ بن ٥×‏ 


٤,٠١, الخاصة‎ 

معامل الارتباط هو قيمة عددية تقع فى الفترة المغلقة [1,1-] ؛ أي أن 1 > م ك 1- 
هذه الخاصية من الخواص المهمة لمعامل الارتباط حيث تفيد فی تحديد مقدار معامل 
الارتباط بين المتغيرين واتجاهه؛ ولذا سوف نقوم بإثبات هذه الخاصية . 


البرهان 
من العروف أنه إذا كان لدينا متغير × متوسطه (×)8. وانحرافه العياري 


)علا فان التغیر 2 یسمی بالتغیر المغيارى ویعطی بالعلاقة التالية: 


۲۹٦‏ نظر ية الاحتما لات و تطبیقاتها 


کر 


Var(X) 
: نفرض أن لدينا التغیرین ۲ , × ويمكن وضعهما في الصورتين العیاریتین التالیتین‎ 
۷ - ۷ 
2 atl 
٩۱/۲۷۵۲) ۷ ( 





من الواضح أن 0= )رE)Z‏ = (,8)2 و 0= .Var(Z, ) = Var(Z»)‏ 


من تعریف تباین مجموع متغیرین نجد أن : 
Var(Z, + Z,) = ۷۵۲/2۱ ( + ۷۵۲) ( + 2Cov(Z, , Z»>)‏ 


ومن تعریف تغاير متغیرین 
E(Z,Z»)‏ = (و2)ظ (,2)ظ - (2,25)ظ = Cov(Z, , Z2)‏ 


EC}‏ - ۳([]۷ھ ]اع 


.  VVar(X) VVar(¥) 
0 
Var(Z, إذن ( + 2)1 - م2 + 1 + 1 > (ر2+‎ 
۷۵۲/2, + 22 ( 2 0 وحیث إن‎ 
2)1+ فینتج آن 0 (م‎ 
۵ < -1 (O) اذن‎ 
Var(Z, - 2( - 201 + P) وبالثل‎ 
۷2۲)2, - 22( 0 وخیت. [ن‎ 
2)1 - (0 فان‎ 
م‎ > -1 )٢( اذن‎ 


من (۰6۱ (۲) نحصل على أن 


1 > م > 1- 


التوقع الرياضي للمتغیرات العشوائية ۲۹۷ 


٤ , ۱۰ , ٤ الخاصية‎ 
Corr(X , X) = Px x =1 


Cov(X , زلا‎ 
Oy بدألا‎ 


Corr(X ۱ Y) = وذلك لان‎ 


_ ۵۷/2 , 2 ۱ 0 


اذا وضعنا × = ۲ تحصل على 1 


Corr(X , 22 (‏ 
Ox Ox‏ 
حيث إن التغاير للمتغير × مع نفسه هو تباین ×؛ أى أن : 


Corr(X , X ( = Var (X) 


الخاصية ۵ , ۱۰ , ؟ 

اذا كان 2,۷۲ متغیرین عشوائین مستقلین» فان فیمه معامل 
الارتباط بينهما تساوي صفرا؛ أي أن 0 -(7,7) ۲۲ . يجب ملاحظة أن عکس 
هذه الخاضة لیس ضسیحاء وهذا يعنى أله إذا كان معامل الارتباط صفرا فان ذلك 
لایعد شرطا کافیا للاستقلال . ۱ 


رخال .5.152 
من دالة الاحتمال شش ڈگ للمتغيرين العشوائيين کا xX,‏ المو ضحة باحدول 
التالی ۽ أوجد 


. Var (XK) 9 Var 4 ۶ Cov (XK, 1( 7 P xy 


۳۹۸ نظریه الا حتمالات وتطبیقاتها 





الحل: 
من تعریف التوقع الرياضصي نحصل على 


xf) = )0()0.20( + )1()0.50( + )2()0.30(‏ $ ۔ 


۳ 
2 
۱ 


= 0 + 0.50 + 0.60 = 40 


2 ۷ f(y) = )0()0.10( + )1()0.30( + )2()0.45( + )3()0.15( 


= 0 + 0.30 + 0.90 + 0.45 = 65 


| 


E(Y) 


- < x و‎ = )0()0.20( + )1()0.50( + )4()0.30( 


کے 
7 
۱ 


0 + 0.50 + 1.20 = 10 


I 
< 
۱ 


(9()0.15) + (4()0.45) + (1()0.30) + (0()0.10) = و ۷2 "¥ - 
ل 


0 + 0.30 + 1.80 + 1.35 = 5 


إذن 
Var(X) = E(X?) - ] 8)( ۱۶ = 1.70 - )1.10(* = 9‏ 
E( Y7) - [E(Y) | = 3.45 - )1.65(* = 0.49‏ = (۷ )ت۷۵ 


التوقع الرياضي للمتغیرات العشوائية ۲۷۹۵ 


E(XY) = < رخ‎ xyf(x,y) 


1)0.10( + 2)0.15( + 2)0.25( + 4)0.10( + 3)0.10( + 6)0.05( 


0.10 + 0.30 + 0.50 + 0.40 + 0.30 + 0 


= 19 


فعليه یکون من تعريف التغایر : 
E(XY) - E(X)E(Y)‏ 


Cov(X , Y) 


1.9 - (1.101.65) = 5 


Cov(X , Y) 


۳ aR) ۸۸7 





ال ۳ء ٤۶‏ 
إذا كان ولا ,۷ متغیرین عشوائیین منفصلین لهما دالة اختمال مشتر كة 
موضحة فى الحدول التالی : 


























۳٣۰‏ نظرية الاحتمالات و تطبیقاتها 
فأثبت أن المتغيرين ولا , ,۷ غير مستقلين وتغایرهما يساوي صفرا. 


الحل: 

الدوال الهامشية للمتغیر العشواتی ,۷ هی مجموعة الاعمدة فى الجدول 
اي وال افینتی لت فائوائی و مي مجموعة لصف دي 
ابشدول الاحتمالی» فعلیه يمكن حساب الدوال الهامشية للمتخیرین ولا , ۷ 
کالتالی : 


8 
یو (1-)1< (1-) ,۲ 


۷ 6 
f, (0) 535 (0)ج]‎ 8 16 
۱ 


6 
۔ - (1)ر) = (۲۱)1 


لات اعذقا 2 - (1-, 1-)۰1 فانه من الواضح أن 


EDD‏ ولا قاف بات أنه اہی لا , ۷ قير 


. 


0 | چ )0+ 1 - ۷/۷۱۱ 2 = ( ۷۱ )۲ 


|| 


0 


Ef ۷ | < 2 y2 (Y2) --1/ [+ (+ ا‎ 


او سسب 1 ا ا 
)اه + + اج 00+ و )1-1( = f(yı¥2)‏ ۵ 2 ے2 306 





التوقع الرياضي للمتغيرات العشوائية 1 


ويكون 
= زولا )8 زرلا )8 - زولا رلا )ظ = Cov(Y, Y2)‏ 
يؤكد هذا المثال أنه إذا كان التغاير بين متغيرين يساوي صفراء فليس من 


الضروري أن یکو ن التغیران مستقلین . 


یتال ۲ ۱۶ ۶۲ 
اذا كانت (۷, »)۴ دالة كثافة احتمال مشتر که معطاه کالتالی : 


خلاف ذلك ۱ 0 


Var(X) , Var(Y) , 00۳۳026, ¥) فأوجد مایلی‎ 


الحل : 
من تعريف الدوال الهامشية نحصل على : 


2 
کے , کے بول | +( | - وه( | = ۲00 
3 5 


۱ 
1 5 
کب کے اي د = f) = | f(x,y) dx‏ 
ا کے a‏ | شا ۴ ۱ (x,y) dx‏ 5 57 
09 


من تعريف التوقع الرياضي تحصل علی 


۱ 
| E 2x 13 
E( KA) = f(x) dx = | سے فو سس‎ 
(7) | (x) dx ۱ x (2< + ) a 8 
0 
2 
ےس ظ‎ 9  / 1 ۷ 10 
۳۶ | yf(y) ay ۱ ۷] وھ( ج‎ 6 
0 


۳۰۲ نظر یه الا حتمالات وتطبیقاتها 


من تعریف التباین والتغایر نکتب : 











.هه | +20 ا 2 .جا 1 E(x)]’‏ - ×اع - Var (X)‏ 
گت و شعت دا ۳ ۲ = f(y) dy‏ *[ ,لا - ۷) 7 Var (¥) - ۳۷ - E(¥)]?‏ 
([(۷-۶)۷][(داظ-×]اظ = ) Cov(X,Y‏ 
۵ و ×× f‏ 
آي آن : 
"۳ 5 | بت کک 27 Cov(X , Y) [١‏ 
e‏ ۱ 
Covi, ۷ 162 ۱‏ 
0.05 - = ۳۹1 - ی وی = زلا Corr(X,‏ 
81 ۲۱ 1620 
مثال ٤‏ ,۰ 


إذا كان ولا , ,۷ متغيرين عشوائيين لهما دالة كثافة مشتر که معطاة كما يلى : 
OSS]‏ ہے 1 کا رط کا لو ع یھ 


(Y1: ¥2)‏ 
خلاف ذلك ب 0) 


التوقع الرياضي للمتفیرات العشوائية تپ 


فأوجد ( ۱۷ ,۲ )°0۷ ب ((۷ )۷۵۲ , (۷۵۲)۷۱ , (ولار )1 . 


الحل: 


من تعریف التوقع الرياضي : 


1 
۱ 
۳۷,۷ ( = ۱ 1 ۷ ولا‎ 1)۷ ۱:۷۵ ( dy, dy» 
Û 





۱ 
ل0 9 - dy, dy»‏ (,2۷) ملا ل۷ ۱ ۱ 9- 
۸ ۴ 0 ° 0 


1 
1 ۳ ۷5 2 2 
23 ۱ 2 3 و ۸ 3 | 


حت مر 


نكت > 


زعت 


۱ 1)۷ ۱:۷۱ dya ١ 








لكننا تعلم أن : 


سيق 


8 ۲)۷,,۷2( ولاك‎ = f(y, ( 


2 ۳۰ نظرية الاحتمالات و تطبیقاتها 


ومنه عکن كتابة 


۲) ۷ ,( < ٢ ۷ ۱ ])۷ ( dy, 


1 1 ۶ 
, 01۷ (,2۷) ولا 1 / ( ,¥ )۲ 


1 


2۷ ۱ 2 





2 ہے ا س 
إو 


] ۱ 
)تا‎ ( = ۱ 1 ۷2 (2Y) dy, ولاك‎ 


اع 
1 2۷۰ ۱ 
f‏ = مه کید | 
0 0 
0 / 


FI گے‎ 
2 ۵ 2 


عکن حساب الدوال الهامشة للمتغیرین 2+ , 1۱ كما يلى : 





|| 


نے 


1 > 0۷۱ , 2۷ - |۷2 لاك = 0۷2 ,2۷ - 7 ( ۷2 , ۷)؟ | = ( ,9 


(v2) - | 1)۷, ,۷۵( 4۲ , < ۱ 2۷ dy, - 7-1 , 0 اک دک‎ 


لت - 


التوقع الرياضي للمتغیرات العشوائية 


ادن : 


“لظا )5 | - Var(Y, ) = E(Y?)‏ 
ا | 1+2 ہ 1 
2 ہی عر یی Ea‏ 
Eels ES‏ ۱ 2۱ ¥1 


1 
| - ۴10۷ |-((2)۷ 
( 9 
ادا اخدنا 1= k‏ نحصل علی 7 .E(,)=‏ 


وإذا آخذنا 1-2 نحصل على > - (8)۷2. 


1 
ومن ذلك ينتج أن : 


وي - |ج)- ,۱۳۲۱-۵-8۲ 
من تعریف التغاير : 


ول ها - زولا رلا )58ت (۷۵)ظ ( 1 )18 زولا لاأظاه ( ۷ ۰ 00۷)۷۱) 
نلاحظ مما سبق آنه لدينا 


00 # ہے‎ | 
E(Y)=> , EY) =7 , ><(:۷,۷)ظ‎ 


Cov( Y, , زولا‎ = : ۰ 56 = 0 


۱ مشاينة تشیشف 


وهدا یکافئ ریاضیا مایلی : 


إذا كان × متغیرا عشوائبا متوسط هلما وانحرافه العیاری © فانه 
لاي عدد حقیقی موجب ‏ تكون العلاقةالتالية صحيحة : 


۳) - ko > 26 > ير‎ + ko) = ۳/۱2 - لبر‎ > ko) 21 - 7 


آو بعبارة آخری: 


5 > (6 < لیر - ۳)۱2۶ 


۹9 


وسمی هذه العلاقة عتباينة أو متراجحة تشیبشف .(Chebyshev inequality)‏ 


البرهان 
من تعريف التباين نحصل على 
f(x) dx‏ --ء×) - 0 ۰ E(X‏ - ۶ 
نقسم المدى إلى ثلاثة آجزاء منفصلة : 


p+ k0) , ) + kO , *6(‏ و 6 ) , (160- لز , مه- ). إذن 


ت ko + ko‏ - لزغ 
f(x) dx + | (x - pa) * f(x) dx‏ > زمر - f(x) dx + (x‏ * زر - (x‏ 7 سے + 

7 لإ‎ - ko لا‎ + kO 

: بإسقاط الل الاو سط نحصل علی‎ 
۱ لا‎ - ko ۱ | 
62 < | (x - (۶ f(x) dx + | (x - (۴ f(x) dx 
۔‎ 6 u + ko 

حيث إن |x - | > ko‏ 
فقد نجد أن SKE?‏ کر ع 


«x > أو 16 - لز‎ x> p+ kG عندما‎ 


(x - (۶ =k” o? فان‎ 


التوقع الرياضي للمتفیرات العشوائية ۳۷ 


۱ - ko on 
G2 > | 102 f(x) dx + ۱ 1*02 f(x) dx 
لإ کے‎ + ko 


اناق 


۱ + ا ` ۳ 


۱ 1 
f(x) dx > — 
۱1 + 6 ۴) 7 

اذن 


ko‏ + لا 
dx >1 - Û‏ وم | = ko)‏ + ير < ko > X‏ - بر)م 
ko ۹‏ - ۱ 


الا : ۱۱ :۶ 


إذا كان التغیر العشوائی۷ يمثل عدد القادمین خلال یوم وفی فترة زمئية 
معیتة إلى مکتب مبیعات تذاکر السفر » وکان له متو سط 0 وانحر اف معياري 5 


التوزیم الا حتمالی للمتغیر ۷ الذی عثل عدد القادمین للمکتب غير معروف. ما 
احتمال أن يقع لا بين (24 , 16)؟ 


الحل : 
المطلوب إيجاد الاحتمال التالى (24 > ۷ 2)16 


من متباينة تشيبشف : 
1 ۱ عاد ظ 
بي اقاي ار نے 
وحيث إن 2 - 0 ,20 = ل« فان 16 - 0غ - لما و 24 - ٢0‏ + للما. 


اذاً عند 2 نحصل على 2 - 


۳)16 > ۷ > 24( < 1 - 


وهذا يعنى أن احتمال عدد القادمين بين 24 , 16 هو على الأقل 2 ؛ آي أنه تو جد 


۳۰۸ نظرية الاحتمالات وتطبيقاتها 


نسبة تساوي على الاقل 7596 من القادمين إلى الکتب تقع بين (24 , 16). 
عندما 8-1 فان K=4‏ ویکون: 
گا _ . 1 


)4( 6 





- 1 < (24 > ۷ > ۳)16 
من اللاحظ أن قيمة الانحراف العياري 6 توثر تأثیرا ملموسّا فى الاحتمال 
الواقع بین A+ ko)‏ , ۷6 - ). 
مان EY.‏ 

اذا کان × متغیرا عشوائیا منفصلا له داله الا حتمال التالبه : 


5 ۰ 4 
f0) =| © , x=0 
۱ 

س 
ہا تچ 


وكان متو سط هو () وتباينه هو 2 و کانت2 ع ۱ فانه من متاه ششمت 


ع - (1 > ko) = P(|X|‏ > ۳ - :)م5 


من الملاحظ أن الاحتمال السابق يحافظ على الحد العلوي ب = 7 . 
ينال ۳ ٢‏ ۲۰۱ 


إذا كانت للمتغیر العشوائی × دالة كثافة الاحتمال التالية : 


ظ 1 ) 
کے يدن ويم . نشب 
21/3 


حلاف ذلك ب 0 


I(x) = 


التوقع الریاضی للمتغیرات العشواثية ۹ 


k=‏ , 1ع o‏ , 20 لل 


فانه من متباينة تشیشف نحصل على : 


دیا | دم 





3/2 
ع اه عد ےک ko - (|X‏ > أن - P(X‏ 
ار - 
نلاحظ من النتيجة آن للاحتمال السابق ستتا علویا ہے 


وحصت إن 4 = 8 


- 1 فان الاحتمال أقل من الحد العلوي . 
إذا أخذنا 1-2 قد نجد ایض أن الاحتمال 0 - (20 < إدر - ۳/۱2 الذي هو أقل 


1 1 





؛ أي أن الاحتمال لم يحافظ على حدہ العلوي. 


شال ا 


1 رصق , OR le")‏ 
ر 
خلاف ذلك , 0 
فأوحك 6 ,۵ و كذلك آوجد احتمال أن تاغل التکفب × قيما فى الفترة 
F20)‏ .بل و وال سل )؟ 


الحل : 
من تعريف التوقع الرياضي نحصل على 


۳۱۰ نظرية الاحتمالات و تطبیقاتها 


۱ ی 
x f(x) dx - 630 | x (1-x*) x‏ | = 800 دم 


/ 0 














۱ 
بزل ( دعر + 4x‏ “يرن د ذيبن - (x?‏ | 630 5 
0 
aN ol‏ ظ 
و سرک 630(7 - 
1 _ 630 ( 720+210 - 945 + 560 - 630)126 _ 
2 1260 ` 5 1260 5 
۱ 
ب - ۵ * (- 4)1 (x‏ - > | ادا ۶و 
0 
ومن ذلك يمكن إيجاد أن کت اکا 
باستخدام متبایته تشيبشف : 
ko‏ + نإ 
ko) = | f(x) dx‏ < لس - P(x‏ 
6 - لل 
ث إن 2 سے کا ٍ 6 : لإ 
حيت | ہے و ہو واو ہو 
5 44 2 
فیکون 
2 ۱ 
رہ عه — 
2 1۱ ما 
x“ (1 -x*) dx = 6‏ | سس سب > اس - و۱۱ 
۱ ۱ 7 ۲ 27 ۷ 
4 2 





التوقع الرياضي للمتغیرات العشوائبه ۳۱ 





نلاحظ أنه يوجد فی متباینه ته یہشے نسبه تساوي على 


یس کے ۱ 1 الك كم 
الاقل e‏ سا و2 3 ا تقع في الفترة (26 + , 26 - )۰ 


شكال ۰ ,۶,۱۱ 

وضع مقیاس لتحکم السرعة على 12 ميلا في الساعة . وکان × يمثل السرعة 
القانونية لشاحنة بها مقياس سرعة» وكان متوسط × هو "= مم وانحرافه المعياري 
3 -6. إذا وضع المقياس على سرعة 5 ميلا فى الساعة فى منطقة حددت السرعة 
القانونية فيها ب 50 ميلا فى الساعةء فما احتمال كجاوز الشاحنه للسرعة القانونية؟ 


الحل: 
حيث إن التغیر العشوائی × هو متغیر عشوائی متصل عثل السرعه القانونية 

( 5 < |45 - ×|) ۶ > (50 < )۳ = (50 < )۳ - ( الشاحنة تتجاوز السرعة القانونية )۴ 
قر 


إذن 6 ےے۔ 


6 52 > (د 2 اص - P)|X‏ 


نال ,۲۷۹۲ 

إذا كان عدد الاشیاء النتجة خلال آسبوع فى مصنع ما هی متغیر عشوائی 
متو سطه ۰50 وتباینه هو 25. فماهو احتمال أن یکون ال نتاج الاسبوعی بين 40 و 
۳60 


الحل: 
1 0 


۱ - 6 < “a 0 7 
P(|X - 50| > 10) > 3 





۴ 
نظرية الاحتمال 

حتمالات ود 

و تطبیقاتها 


إذن 
3 1 

سس 5 زح ل - 21 

الأو يمكن القول أن اح: ۱ رس 
قل 75% حتمال گر 1 ۲)۶ 

۱ ن يقع الانتاج الا 
ي بین 40 و 0 
و 60 ۱ 
هو علی 


۷۲ 7 
اک ا 
۱- اذا کان سوہ 
نت دالة الاحتمال لته 
لتغير عشوائی منفصا 
1 منفصل × : 
هي 


3 ,2 ,0د , چا 1 
۴ (1()7)-0) 


فا 
وجد (×)۴ و (×) 
.E‏ 


٠ ۱‏ 
| ۱ ۱ ۳۹ 1 
ادا کا ا 
2 متغیرا سو اتا رل 0 ۰ 
۱ - ۴ ول الا حتمال 
۰ أ 





( أ ) آو 
E(X) 0 )‏ و X%‏ 
ب) اذا کانت | ۱ ) Var‏ 
س مس نت ۷-26۰1 فاو 
ارق 5 و فأوجد (5)۷ 
ادا كانت (×)۴ معطاۃ ت03 e‏ 
5 بالعلاقة ۱ وكذلك پچ 
بين (۸) ۷۵۲ و )ا 
و (۷) ۷۵۲ . 


12 می رہ 
,3 ,2 ع يي : إغاء 6-17 
لص - («)] 


فاو 
وجد متوسط وتبا 
باين المت 

تخیر | شض ۶1 

لعشوائی × ؟ 


التوقع الرياضي للمتغيرات العشوائية ا 


: (أ) إذا كانت (×)۴ معرفة کالتالی‎ -٤ 


فأوجد E)X)‏ و Var(X)‏ . 
(ب) إذا كان × يأخذ القيم ....١‏ ,0,1,2 بتکرارات متناسبة إلى معاملات 


في اللدينء اي ( ]3)7 


فوضح أن 2 = 500 ۾ وق 7 = Var(%)‏ 





: انیت صعحه الخاصية التالية‎ e 
E(X) + E(Y) E(X + Y) 
إذا كان للمتغير العشوائى × دالة كثافة:‎ 


4 1 * ع , 2 = (۲0 


وللمتغير العشوائی ۲ دالة كثافة 
۷ 1 14 3۱ 


+ ۱ - ۸ / ا 
ا 





ر 1( 





1-11 -* ب‎ ORT 
])×( = (ب)‎ 
0 , حلاف ذلك‎ 





71 نظرية الاحتمالات و تطبیقاتها 


(ج) رسکی ۱9 و 53 = P(x)‏ 
خلاف ذلك , 0 
mt‏ اق لت HIS‏ 
د 77 |= 


حلاف ذلك 0 


۷- علم أن دالة كثافة الاحتمال لتغیر عشوائی متصل × هی : 


1 


3 >< >1 سس 
(Log 3) x‏ 


7 


f) >‏ 
خلاف ذلك , 0 


3 آوجد قيمة کل من EN , ER? , EK)‏ 
(ب) استخدم الناتج في ( أ) فى إيجاد قيمة (1 + ×3 - ”×2 + ٤)»‏ . 
۸- آثیت أنه إذا كان لدینا القانون الاحتمالی 
+ ۷ / 1 
01 1 
۱ 97 3 ا و 
فان 
می ڑا گے گا لا کو نے 0 


ہے ہرس ع ۴ف ۱۳۳ 
A= 446 ۰‏ , 66:170 ... 1.3.5 


۹- ادا كان ربح مقاول هو متغیر عشوائی متصل وبدالة كثافة احتمالية 


التوقع الرياضي للمتفیرات العشوائية ۳۱۵ 


x + 1 
18 





, -1[ > <> 5 
(x) = 


خلاف ذلك , 0 
فما الربح المتوقع للمقاول؟ 


۴ 


E(a + BX)* = 2) Bi E(x) ت آثبت أن‎ 
j-0 
k 
) 0 + BX)" 2 HE (BX) باستخدام مفكوك دی الحدين‎ 


: إذا کان لدينا التوزیع التالی‎ -١١ 


[ شع 2ن گے )۴ن 
< ()1 





خلاف ذلك , 0 | 
فأوجد التوسط والانحراف العياري لذلك التوزیع . 


7- إذا كان × متغیر! عشوائيًا متصلا له دالة كثافة احتمال معطاة : 
2 ×۴ > 1 , 0 ع ()] 
فأوجد مایلی : 
ئن ٭۔ 
(ب) المتوسط . 
(ج) التباین والانحراف المعيارى. 
۳- إذا كان × متغیر| عشوائيًا متصلاً بدالة کثافة احتمال 


])×( = 





خلاف ذلك , 


فأوجد التوسط والتباین للمتغیر العشوائی ×. 
-٤‏ اذا كانت (,8 معطاة بالصيغة التالية : 


۱ ۱ اد ع -2 
f(x,y) = |‏ 
خلاف ذلك  ,.‏ 0 


06- احسب القيمة المتوقعة للمتغير العشوائی × (إن وجدت) إذا كانت دالته 
الاحتمالية هى 


1 
[ < | , سب = f)‏ 
x‏ 
1- ادا كان ,2۸ متغیر عشوائا يمثل عدد الکالات التليفونية فى فترة زمنية 
طولها ٢‏ وبدالة کتلة احتمال معطاة بالصيغة الرياضية 


(At) :‏ ام 


ka سر لا‎ 
۱ ۱ ع‎ ۱ 3 3 7 7 
P(X, =k) = 





خلاف ذلك , 0 


التوقع الرياضي للمتغیرات العشوائية ۳۷ 


فأوجد القيمة التوقعة للمتغیر العشوائی ,2 . 
۷- إذا كان ۷ متغیر عشوائيًا بدالة كثافة الاحتمال التالية 
سك ا لاعط ; 01 0۱ | ل - (1- ۶)۴ 
حيث إن 100 دالة كثافة احتمال توزيع متصل؛ فاثبت أن ير = ٤)۷(‏ . 
۸- إذا كان × و۷ و 72 ثلاثة متغيرات عشوائيةء وكانت 8 و ۲ و > 


و 4[ آعدادا تانتف فاشت ا 





Cov(a + bX , 6+ dX) = bd 00۷۶ , Y) CT 
Cov(X + ۷ ,Z) = Cov(X , Z) + Cov(Y ,Z) (ب)‎ 
8ء 131 کان پچ ہی ور م„ یلا .. ,لا متتابعتین من التغیرات» فأثبت أن‎ 
1 1۳ ظ‎ 0 mM 
Cov 22۰ ۰ 30 - 2 2)۷ ) Yi) 
]- اسز احز | اس‎ 
اذا كان ,× ,... ,× متغیرات عشوائية مستقلة ومتطابقه التوزیم عتو سط لإ‎ - 


وتباین » فاشت آن 








۳0ء"( اس تہ ۲ < EX‏ 
2 2 
(ب) کے | | var‏ 


f(x) |=: 11+ (ج)‎ 


۳۸ نظرية الاحتمالات وتطبيقاتها 


۲١‏ - برهن أنه لای متغیر عشوائی غیرسالب × وبدالة توزیع (×) یکون 

E(x") - | A ۳ ۲ )1- ۳(( dx 

0 
أو جد القيمة المتوقعة لعدد اللمبات غير الصالحة فی العلبة. 
۳- إذا كانت دالة الكثافة لمتغير احتمالى × هی 
1[ > >0 , *]غزط + - f()‏ 
وكانت القيمة المتوقعة للمتغير هى 
وا ہج 


فأوجد قیمتی الثابتين ا ,4. 
14س إا كان 36 معني عقر اف بدالة کثاقة احتمالة 
Î „ 1‏ = 
فأو جد مایلی : 
1 3*۱ ۲۱ 
(ب) التوسط والتباین للمتغیر 2 . 
5- إذا كان للمتغیرین × ۷۲۰ الدالة المشتركة التالية : 
(x-y)e ۲‏ اج > f(x,y)‏ 
فأوجد مایلی : 
جا فة الثابت 4 ۱ 
Cori a)‏ 
-٦‏ آوجد قيمة الثابت ٥‏ ء والقيمة التوقعة والتباين عندما تأخذ دالة الكثافة 
الااحتمالية احدی الصيغ التالبه : 
1 


CT)‏ 0 < ۲ , 2 يرع و 


التوقع الرياضي للمتفیرات العشوائية ۳۹ 


(ب) ات کے 1 ( 231-2 f(x)‏ 
(ج) 5< , f()=ax”‏ 

جم ا کے ہے یت 

ل ف ۲ 5ع ےج و 


¥ يربح مستتمر فی الاسهم لی نهاية الاسبوع صعفبف استشمار اته باحتمال 0 
ویخسر کل اسثماراته باحتمال م-1. عندما يتبين له من العلومات السابقة أن 


بعل 1 أسبوع إذا کان قد بدا سروه ممّدارها X‏ ريال تال | أسلوب گی 





لفن فاس 


العزوم والدوال المولدة للعزو م 


© العزوم © العلاقة بين العزوم حول الوسط الحسابي 
والعزوم حول الصنر © مقیاس الاتواء والتفرطح 
باستخدام العزوم © الدوال المولدة للعزوم خواص 
الدوال المولدة للعزوم © الدالة المولدة للتراکمات (الدالة 
التراكمية) © العلاقة بين التراکمات والعزوم © الدالة الممیزة 
والمنوال للمتغیرات العشوائية المنفصلة ۵ الدالة 
المولدة للاحتمال © تمارسن 
۱ العزوم 
ستخدم العزوم (ئاmomen)‏ عادة لقیاس التشتت (2070108::)» والا لتواء 
(916۷۵55) » والتفر طح (kurtosis)‏ وفی وصف شکل كثير من التوزیعات أو الدوال 
الاحتمالية . وتدخل العزوم كذلك فی کشیر من التطبیقات دات 
العلاقة بالتوقع الرياضى . كما عکن أن ا اض من تطبیقات التوقم الریاضی 
وذلك لكونها تعرف بدلالة التوقع الرياضي . ويمكن القول بان العزوم تحمل الكثير 
من خصائص التوزيعات الاحتمالية . 


تعريف ۱ ,۱ ,© (العزم حول الصفر أو نقطة الاصل) 
العزم ذو الرتبة ۶ حول نقطة الأصل (أو الصفر)ء ويرمز له بالرمز بلا ؛ 


۳۳۱ 


YY‏ نظرية الا حتمالات وتطبيقاتها 


ويعرف على أنه القيمة التوقعة للمتغير العشوائی 2۳ ؛ أي أن 
() فى حالة المتغير العشوائی النفصل : 


-پپ بل بل مت , 07 = E(X')‏ - لا 


(ب) وفی حالة ا متغیر العشوائی التصل : 


= E(x") = | کل ریز‎ , Fel laa 


- 


ملاحظة ۱,۱ , 6 
عندما یکون ۲20 فان 1 = “× = "× وعندها يمكن كتابة : 
E(X°) = E(1) = 1‏ = ولا 
وعندما يكون 1= فان × = أ× ويمكننا كتابة : 
بر = E(X') = E(X)‏ = را 
اي أن رط هو القيمة التوقعة للمتغیر العشواتی ‏ أو متوسط (أو مركز) 
التوزيع ۶ء الذي يرمز له بالرمز ۲. ۱ 


تعریف ٩,۱,۲‏ (العزم حول الوسط الحسابی) 
یعرف العزم من الرتبة ۶ حول الوسط بلسايي لإء ويرمز له بالرمز ہلا 
على أنه القيمة التوقعة للمتغیر (ل - 4026 أي أن : 
CF‏ في حالة المتغير العشواتی المنفصل : 
(x- 1)" f) , ۲۰ 02‏ ,2 = [ "زر - E[(X‏ = بدا 
(ب) وفي حالة المتغير العشوائی التصل : 


| (x - "زر‎ f(x) dx . Fa lcs 


ع 


سز 
۱ 

E2 
نم‎ 

نیا 
۱ 


العزوم والدوال الولدة للعزوم ۳٦ہ‏ 


ملاحظة ٥,۱,۲‏ 
نلاحظ من تعریف الوسط ال حسابی لإ - فی بعض الاحیان - أن للم قد 
لاتکون مو جودة. آما إذا كانت لإ موجودة فان: 


موس .1-(80- uo =E|(X-‏ = ويم 
رلك هرب يك 1800 - 1800 p=‏ )قب | "زب "E (E‏ ين = وديم 
6۶ - |( -) له ه وديم 
أي أن العزم الثانی حول الوسط نا هو التباین» ويمكن كتابة مدا كذلك بدلالة 
العزم حول الصفر کما یلی : 
۶۱ +2072 - ۰ = |2( سر - )|8 = رلا 
E(X*) - 2 E(X) + Ww?‏ = 
?+ 2 - ( 120267 = 
E(X*) - 2‏ = 
وقد وجدنا هذه العلاقة فى الفصل الرابع عند حساب التباین عند معرفة 


الوسيط والقيمة المتوقعة لمربع المتغير العشوائی . 


٥٢‏ العلاقة بين العزوم حول الوسط الحسابي والعزوم حول الصفر 
من السهل التوصل إلى علاقة رياضية تربط بین العزوم حول الوسط احسابی 
والعزوم حول نقطة الا صل (الصفر) وذلك باتباع مایلی : 


555 نظرية الاحتمالات و تطبیقاتها 


f‏ ۳( ۳۱ - ×) ,2 حا 
باستخدام مفكوك ذي الحدين يمكن كتابة "( ,للم - 36) كما یلی: 


و ۳ 0 ۲-2 5-8۳٣۱)‏ 
وعکن کتابة لم اي 


نر بسر | ۶ )۱ اک - 


f(x) 





(i [x |‏ > ۔ 


وحیث إن f(x) a‏ درو 4 فانه عکن کتابة ,دا علی الصورة التالية : 


1 


زعلا ۲ ۲ | 11 )1 1-) سے 


j=0 
: من العلاقة الرياضية السائفة وبوصع 4 .2 ,1 ع ۲ نحصل على مایلی‎ 


0 > ا - بل = رل 


"( ۲ ) - ول( = ولا 
(PH)‏ ,2 + 3 - لا = ولا 
"(3)۳۱ - )یلا6 + یره - در = ولا 
ملاحظة ۲,۱ , ۵ 
يمكن استخدام العزوم الاربعة الاولی والعرفة سابقا( ولا ,ولا ,رلا ,,لا) فی تعریف 
بعض ا قاییس الختلفة ومن هذه القاییس : الوسط الحسابىء والتباین» والالتواء. 


العزوم والدوال الولدة للعزوم ۳۲۵ 


والتفرطح . كما ککن الحصول على هذه العزوم الأربعة مباشرة بدلالة العلافة التالية 
E) =)‏ - ہا 
وذلك بالتعویض عن ۲ بالقیم 3ء 


٥٣۳٣‏ مقياس الالتواء والتفرطح باستخدام العزوم 
۹ے ة قياس الالتواء 

نتعرض» عند دراسة أول مقررات الاحصاء. عادة لتوزيعات البیانات 
الا حصائیة وأشکالھاء ونعرف من آشکال التوزیعات الا حصائیة توزيعات متمائلة 
وتوزيعات غير متمائلة» ومن أمثلة التوزیعات غير التمائلة التوزیعات اللتویه 56۷6۵) 
(وممتادطتتاونق ‏ ونعرف كذلك کیفیة حساب الالتواء وتحديد امجاهه وذلك باستخدام 
مقياس «بیرسون» للالتواء الشتق من العلاقة التجريبية للمتوسطات الثلانه : الوسطء 
الوسیطء والنوال. نرید في هذا البند» توظیف العزوم کمقیاس للالتواء. وبذلك 
عکننا التعرف على مقدار واتجاه الالتواء للبیانات الا حصائية باستخدام العزم الثالث 
حول الوسط الحسابى لهده السانات . 


تعریف ۵,۳,۱ (مقیاس الالتواء) 
مقیاس الالتواء هو النسبة بین العزم الثالث حول الوسط الحسابى ومکعب 
الا نحراف العیاری؛ ویرمز له بالرمز 0 ؟ أي أن : 


دو تاش حول ارس اقا 





معامل الالتواء = - 


3ل وك و_ 5 ۳3 
کے 








3 
2 


5 


یں | تخ 


(H2) 





۳۳۹ نظرية الاحتمالات وتطبيقاتها 


يمكن من العلاقة الرياضية السابقة معرفة مقدار الالتواء واجاهه؛ أى معرفة 
فیما إذا كان الالتواء موجبا أو سالبا. من الواضح أن اتجاه الالتواء یعتمد على 
إشارة العزم الثالث حول الوسط الحسابى؛ فإذا كانت إشارة ولإ موجبة» كان 
الالتواء موجبا» وإذا كانت سالبة كان الالتواء کذلك . بعبارة أخرىء. إذا كان 
0 > ول فان التوزیع یکون توزیعا طبيعياء وإذا كان 0 < بل فان التوزیع یکون 
ملتویا التواء موجبا (نحو الیمین)» وإذا كان 0 > ,لا فان التوزیع یکون ملتویا 
التواء سالبا (نحو الیسار). 


۳,۲ ,ه معامل التفر طح 

من دراستنا السابقه عرفنا التفرطح (۵:۱055) على أنه درجة علو القمة 
للتوزيع بالنسبة للتوزيع الطبيعي التمائل . فاذا كانت قمة النحنی عالية نسبیا 
عندها يسمى التوزيع مدبيًا (#ناعت(هاجع۱)» وإذا كان المنحنى متفرطحا من آعلی؛ 
عندها يسمى التوزيع متو سط التفرطح (0111كالا184م). يسمى المنحنى الطبيعى عادة 
معتدل التفرطح (6501007010) ويمكن آخذه كمقياس للمقارنة للحكم على درجة 
تفرطح التوزيع . 

لعرفة درجة تفرطح التوزيع سوف نعرف مقياسا أو معاملا لقياس ذلك . 


تعريف ۲, ٥٠٠٥‏ (مقياس التفرطح) 

معامل التفرطح هو النسبة بين العزم الرابع حول الوسط ا حسابي ومريع 
التباين» ويرمز له بالرمز ڕ»؛ أي أن 
معامل الطرطم - العزم الرابع حول الوسط الحسابي ‏ ملا ولا 
ھت مربع التباين ۱ 
تكون قيمة مقياس التفرطح فی التوزيع الطبیعی مساوية 3 ؛ أي أن 3= ڕ». 
التفرطح» وإذا كان معامل التفرطح أصغر من 3 يكون المنحنى متوسط التفرطح . 





العزوم والدوال الولدة للعزوم ۷۔ 


مثال ٥۳۱‏ 
إذا كانت العزوم الأربعة الأولى لتوزيع حول الوسط ا سابي هي على 
التوالی 2 = رل ,37.38 = ولا ,21.6 = رل ,11 < ,ل فأوجد معاملى 

الالتو اء والتفرطح لهذا التوزیع . 


الحل: 
من التعریف 8 نحصل علی 
37.38 37.38 و 
ہوم _ 38 a O‏ ال و E‏ وب 
SAL‏ 8 (1۶4مم/) تو :۔ 
ويتضح منه أن التو زيع قليل الالتواء. 
من تعريف مقياس التفرطح نجد أن : 
62 ۲ _ 





5 *(21.6) 0 © 
ویتضح من ذلك أن التوزیع متوسط التفرطح وذلك لان 3 > 22 ,0. 


مال ۲ ۳ 8 

إذا کان العزم الثانی حول الوسط الحسابى لتوزیعین هو 9,16 بینما العزم 
الرابع حول الوسط الحسابى لهما 230,780 على التوالى» فحدد فما اذا كان 
التو زیعان : 


(1) مدببى التفرطح. (ب) معتدلي التفرطح. (ج)متوسطي التفرطح. 


الحل: 
من تعریف معامل التفرطح نحصل على 
230 


C4 02 = 8 





۳۳۸ نظرية الاحتمالات وتطبيقاتها 


ومنه یتضح أن التوزیع الأول متوسط التفرطح. 
وبالمثل جد في التوزیم الثاني أن 


فاك ۳ , ۵ 
إذا كان العزم الرابع للتوزیع التمائل هو ۰243 فما قيمة الانحراف العیاری 


الحل: 
كما هو معروف في التوزيع الطبيعي المتمائل» فان قيمة معامل التفرطح هي 


۱ ۱ ۳ ند عو ۷۹ 243 





۳ 


٥٤‏ الدوال المولدة للعزوم 
تعریف ۱ ٠,‏ ,۵ (الدالة المولدة للعزوم لمتغیر عشوائي منفصل) 

الدالة الولدة لعزوم ا متغیر العشوائی النفصل × حول الصفرء يرمز لها بالرمز 
(۰(۷0 هی القيمة التوقعة للمتغیر العشوائی ٣ء‏ حیث ‏ متغیر حقیقی ؛ أى أن 


M(t) = E(e'*) = >. e'* f(x) 


ملاحظة ۱ ٥, ٤,‏ 
قل بتعدر أحيانا وحو د الدالة المولدة للعزوم؛ آي أن M(t)‏ فل تكون عير 


العزوم والدوال الولدة للعزوم ۳۹ 
موجودة وبذلك نقول إن الدالة الولدة للعزوم (۷10 للمتغیر العشوائی × موجودة إذا 
کان بو جلد علد نانت مو جب ولیکن 0 بحيث إن الدالة M(t)‏ منتهية لكل > . 


تعريف ۲ ٠,‏ ,۵ (الدالة المولدة للعزوم لمتغير عشوائی متصل) 
الدالة الولدة لعزوم التغیر العشواتی التصل × حول الصفر التي يرمز لها 
بالود (۷6 هی القيمة التوقعة للمتغیر العشوائی*ه ؛ فى آن : 
f(x) dx‏ چ | = M(t) = E(e'*)‏ 
نحاول فما پلی مناقشة التعریفین السابقین اللذین ینصان على أن (* 8)8 هی 
داله مو لدة لعزوم التخیر العشوائی 0 
من مفكوك لورانس للدالة الاسية “6 نحصل على 


۱ کوٹ 








+ ین +[ - کچ 


ت 


۱ 
۲ = ![ 1. 





فى حالة أن × متغير عشوائی منفصل نجد أن 


۷)0 = E(e'*) = < e'* f(x) 





| ۱ 
1 + tx + ۳ + ...| 1)( 


۱ 
7 ۱ 


3 f(x) + 3 x f(x) + ہے وا‎ 08 


۲ 


2 
1 ۱ 1 
5-5 / / 
FER بول‎ FE لا سب‎ Fo 


۱ 


۳۳۰ نظرية الاحتمالات و تطبیقاتها 


إذن ...+ كل حل + uh‏ سک + pj + tı‏ = ( 200 = ۱۵0 
حيث إن 

x 10 = 1‏ ,2 = لا 

۲0۵ ۰۱ رج = ۷ 

f(x)‏ × رے = ولا 

x" ۶00‏ رح = ما 
من ذلك يمكننا ملاحظة أن العزم الأول حول الصفر الإ هو معامل في الدالة 
الولدة للعزوم ۰460 وآن العزم الثانی حول الصفر يلم هو معامل سب من الدالة 
الولدة للعزوم ۰۷160 وأن العزم الثالث حول الصفر دا عر ععائلق کے فی الدالة 
()24 وهكذاء والعزم الرائی حول الصفر دا هو معامل في الدالة 1400 . 


وبالثل في حالة أن × متغیر عشوائی متصل يمكن كتابة 00 كما یلی : 


M(t) = ۴): = | e'* f(x) dx 


1 


5 ت‎ 2 5-5 
= ۱ f(x) dx + 1 x f(x) dx + ب‎ | x“ fX)dX+ ہے‎ 


)2 × 


1 + (x + 5 





+... ۱ f(x) dx 





العزوم والدوال الولدة للعز وم ۳۳۹ 
ومنه ینتج ان" 
2" 


M(t) = E(e'*)=1 +t pu + 7 ولا‎ + ... 


dx = |‏ (×)) 8 ہکا 


xf) dx‏ | = لی 
f(x) dx‏ 2 ۱ = لا 


x" f(x) dx‏ |۔ لا 


نظرية ۱, ,ه 
إذا كانت الدالة الولدة للعزوم للمتغیر العشوائى × حول الصفر - ۷)0 - 
موجودة فان لکل عدد صحیح موجب ‏ نحصل على : 
M(t) ۳‏ "1 
= (0<)) ۷ | بح 
dt" ۳ ۱ ۷۳‏ 
تنص النظرية على أنه بتفاضل الدالة الولدة للعزوم )۷6 مرة واحدت ومن 
نم وضع 0 <) عکن الحصول على العزم الأول حول الصفر لا وبتفاضل الداله 
۷16 مرة ثانية ووضع 0 =۲ نحصل على العزم الثانى حول الصفريناء وهكذا 
نحصل على العزم الرائی حول الصفر. يكن ملاحظة استخدام هذه النظرية فى 
حالة ا متغیر العشوائی النفصل والتصل على حد سواء. 


۳۳۲ نظریه الا حتمالات وتطبيقاتها 


البرهان 


حیث إن 0)'/ أو 2 


هى المشتقة الرائية للدالة )84 بالنسبة إلى †: 


فمن تعريف الدالة المولدة للعزوم (0 نحصل على : 
2 
۱ 1 ۱ ظ ظ 
+ لاس + ۱+ M(t) = E(e'*)=1‏ 
اذن 
.ا م 
... + ولا 1 + ابرع )۱۷۲۲۲ 

بوضع 20 نجد أن /لر = (0 -غ)(1/21. 

وبا مٹل يمكن ا حصول على المشتقة الثانية كما يلى : 


| 2t 
)1( اوہ ے انم‎ 
M (t) = دما‎ + 2 


#5 تا 
وبوصم 0 <) غید أن كلم = (0 M(t‏ . 
وهكذا قد نستمر فى اشتقاق الدالة المولدة للعزوم M(t)‏ ووصم 0 >] یتضح | 
روبع  ,‏ - (0 )۱/۳ 


65 حواص الدوال المولدة للعزوم 
وة في هذا البند عشر خواص للدالة الو لدة للعزوم بالا ضافة ای بعص 
الامثلة لتبسيط فهمها وتيسير استخدامها. 


الخاصية (۱) بوضع 0 -] في الدالة المولدة للعزوم ۷)0 نجد أن قيمة الدالة ۸۸۷۵ 
تساوي الواحد الصحيح؛ أي أن 1 = (0 = ) M(0(=M‏ . 


الخاصية (۲) بتفاضل أو اشتقاق الدالة المولدة للعزوم 1)0 بالنسبة إلى ؛ عدد ۲ من 


العزوم والدوال المولدة للعزوم TIT‏ 


المرات› وبالتعویض بعد ذلك عن 0 -) نحصل علی مایسمی بالعزم الرائی حول 
الصفر 1 ای آل 


pu = ۳26۲ (‏ ع E = 1۷۲ (t=0)‏ كنا 


dt" ] = )( 


الخاصية (۳) من تعريف الدالة المولدة للعزوم ۷)0 يمكن كتابة مایلی : 
(×م)ج E[e'* ®] = e“‏ = (]),31 
۷)0 “3ع = 
حيث (ا) ۸ هي الدالة المولدة للعزوم حول القيمة ۰۵ ونلاحظ أنه يمكن كتابة 
الدالة المولدة للعزوم حول ۰۷1,6۰۸ كحاصل ضرب *6 في الدالة المولدة 
للعزوم حول الصفر )۷1 . 


الخاصية )٤(‏ من تعریف الدالة الولدة للعزوم M)0‏ کن كتابة مایلی : 


Max+p(t) 8 | (| = E اس ۱ انعام‎ 


- E(e“*)  ىظ‎ 


M(at)‏ ماع 
إذن e” M(ab)‏ = ()ن , M,x‏ 


حيث ان ط ,ه ثابتان» عکن ملاحظة أن )۷ ترمز للدالة الولدة للعزوم 


للمتغير العشوائى × حول الصفر . للاختصار سوف نستخدم 0 بدلا من 
Mx ))(‏ . 


الخاصية (6) كحالة خاصة من الخاصية (5)» إذا كانت ؛لإ- - ط , 8-1 فإننا 


Te‏ نظر ية الاحتمالات وتطبیقاتها 


نحصل على 
و ات Mx, (D‏ 
الخاصية (5) (الدالة الولدة للعزوم لجموع متغیرین عشوائیین مستقلین) إذا كان 
6 ,گا متغیرین عشوائیین مستقلین» وکانت الدوال الولدة للعزوم حول الصفر 
لهما هما () M1,‏ ,(0) ,1۷ على التوالی» فإن: 
] ی 
ولات التغیرین مستقلان فان : 
e `‏ ۲۰ |( )ی ام وہ ہے 
اذن 
Mx (D ۰7۷,0‏ = (۵) ہیں Mx‏ 

وهذا یعنی أن الدالة الولدة للعزوم لجموع متغيرين عشوائيين مستقلين يساوي 
حاصل ضرب الدالة الولدة للعزوم لكل منهما. 

يمكن تعمیم هذه الخاصية لأى عدد من التغیرات العشوائية الستقلة کالتالی : 


U2 X, 8 
و اد‎ ۱۷ x, (D 1 تن‎ 11 Mx (t) 


وهذا يعنى أن الدالة المولدة للعزوم لجموع أي عدد ١‏ من التغیرات العشوائية 


ا خاصية (۷) كحالة خاصة من الخاصية (٦)ء‏ إذا كانت التغیرات العشوائية المستقلة 
لها نفس الدالة المي لدة للعزوم» فان الدالة المولدة للعزوم لجموع هله التغیرات 
العشوائية الستقلة هی : 


۱ 173 × 
۷۲ , )( = ۰۲ ۱ - ۳ 


أي أنه للدالة الولدة للعزوم حول الصفر لجموع متغیرات مستقلة نفس 


العزوم والدوال الولدة للعزوم ۳۳۵ 


الدالة الولدة للعزوم» وهی الدالة الولدة للعزوم لاي منها مرفوع للقوة »١‏ أو 
بعبارة آخری هی الدالة المولدة للعزوم M(t)‏ مضروبه فى نعسها 0 مر . 


الخاصية (۸) يمكننا من الخاصية السابقة (۷)ء إيجاد الدالة المولدة للعزوم حول 





نی 
O > 2 6‏ پر و 
Tele“)‏ 
۳۱ - 
ا : 
کے 0 ۱ 
(دن )3( 3 M(t)‏ 
۱ 08 زليه 
او )۷ < (0) > ۱۷ 





الخاصية (۹) إذا كان ۷ ,2 عددين ثابتين» فان العلاقات التالية صحیحة : 





Mx ,a() = 56۱۴-۵۸۵0 (Î) 
ص۷‎ )( = E(e' ®) = E(e**) = M(b) )ب(‎ 
۱ عی2‎ ۱ at ۱ 
۸۷ _)٢0(-اطا‎ ٥ (ج) |24 'ء۔‎ 


الخاصية (۱۰) حالة خاصة من الخاصية (۹) الفقرة(ج)» إذا كانت 0=( ,بل =4 
.0 
فان : Mg)‏ ۶۰۶ بر ۸ 


ت0 


۳۳۹ نظرية الاحتمالات وتطبیقاتها 


2 





وهی الدالة الولدة للعزوم للمتغیر العياري 2 حيث أن کی ۳۹ 


مثال ۱ ,۵ , ۵ 
إذا كانت دالة الكثافة للمتغیر العشوائی التصل × هی 


ESN FESO 
1)( = | 


خحلاف ذلك , 0 


فأوجد الدالة الولدة للعزوم» ثم استخدم هذه الدالة لایجاد ,لم وكذلك آوجد 6. 


الحل : 
من تعريف الدالة المولدة للعزوم حول الصفر نحصل على 








۷۷0 = E(e'*) = | e'* f(x) dx - | e * ی‎ dx - | -*م‎ ۱( x 
0 0 0 
>7 x(t - |) ا‎ ۱ 5) - ۱( 
و ا كل ےآ گر تق بت‎ 
5 جا [ ۲ هب 5 0 ع 0 مس‎ 1 1 -1 
وحيث إن‎ 
ے نے‎ IEEE EE FL 
1 ٦ 
2 5 
ہے‎ E ت س 0 ./, [ 6 ص+‎ 
1+ 1-7 +2 Fan FI +... 


ویکون گل = )۰۷1 ومن ذلك ينتج أن !2 - ۲ . 


العزوم والدوال الولدة للعزوم ۳۳۷ 


وحیث إن *(,) - يلم = 02 فانه یکون 2-1-1 62؛ أي أن الانحراف 
العياري يساوي 1. 


مال ۲ ۵.0 
ادا كان × متغيرا عشوائيا عثل عدد مر ات ظهور الصورة عند رمی قطعة 
معدنیه متزنه 5 مرةء فان داله کثافه الاحتمال للمتغیر العشوائی × تعطی كما یلی : 
gE L8‏ - کے | ۲ ] - (۲0 


کر 
والدالة الولدة للعزوم ()1۸ هی 
2 ۱ اا د f(x)‏ ۱م ,2 = M(t) = E(e*)‏ 
x | =0‏ 


من نظرية دات الحدين تحصل على 
شا 
سس سے M(t)‏ 
شم 








n(1+e')" ظ ام ا‎ n (1+1) 7 n 


نے ° e)"‏ ری ہر ڈ(ص) ۳۶( هب1 )و وان 


M(t = 0) =‏ = ولا 
0 | 2 : 


-- سد حم 
1 ۳ یت 
ما سح دس جھھررستست:وتبۃ0::91:-۔سی::: سس :,سابیپوسسسس ات تتتتتتتت سستتسسسسسسسسسسستت تج ۳ سح 


۳۳۸ نظر ية الاحتمالات وتطيقاتها 


E(X?) - ]8)۴([۰‏ = > (رس) - يناع o?‏ 
نحصل على تباین التغیر العشوائی × 





12 +n (2) n 


21 4 =( )“= *0 
بلا حظ آزه حكن ا لحصول علی هده النتيجة باستخدام تعریف التوقع الریاضصی 
والدالة 
AY 1‏ 
چد )2( =0 
عندما 1 ,...,1 ,0 .×x=‏ 


في المثال التالي نوضح كيفية حساب القيمة التوقعة لعدد متغیر (غير ثابت) من 
المتغيرات العشوائیة . 


مشال ۵,۳ , ه 

نفرض أن عدد الزبائن التسوقین من السوق المركزي للجمعية التعاونية 
بجامعة اللك سعود یومیا هو متغیر عشوائی عتوسط 150 شخصًا. نفرض کذلك 
أن مایصرفه الزبائن على مشتریاتهم عبارة عن عدد من التغیرات العشوائية الستقلة 
التی لها التوسط الشترك 30 ریالا . كما نفرض أن مایصرفه أي زبون مستقل عن 
عدد الزبائن التسوقین من السوق المركزي . آوجد القيمة التوقعة لدخل السسوق 
المركزي يوميا بالريال. 


الحل: 
نفرض أن N‏ متغیر عشوائی يمثل عدد الاشخاص ا تسوقین یومیا. 


يمكن التحقق من أن القدار التوقع لدخل السوق هو 


العزوم والدوال الولدة للعزوم ۳۳۹ 


اڑا 


١ء]‎ 


اکا 








= ٢ ٦ 


ولکن 


مدا N) = fx,‏ اه 


۱ 
ا 
9 صصح 

پک 


وذلك بفرض (8)3 = (;×)8 لقیم .1,2 -1. 
يع فلا کید آن 
N‏ 
( ۳2۶ ۲ - ۱ ۱ : 
|= 


وبذلك یکون 


۲۱ ۱ E(X)| 


3 


1= | 





E(N) . EX) 


۱ 


= 150 x 30 - 0 


وبذلك نجد أن الدخل الیومی للجمعية التعاونية التوقع هو 4,500 ریال . 
ستحدم الخال التالی لحساب الدالة المولدة للعزوم لجموع عشوائي للع من 
المتغيرات العشوائية . 


۳٣۰‏ نظر ية الا حتمالات وتطيقاتها 


مثال ٤‏ ,۵ , ۵ 
زگ کانت ما .... × سام من التغیرات العشوائية السقلة الطاب 
لتوزیع . وکان × متغير عشوائیا صحيح القيمة (integer)‏ ومستقل عن × طمیع 

قیم [» فأوجد الدالة المولدة للعزوم لجموع هذه التغیرات . 
الحل: 
N‏ 


الطلوب هو إيجاد الدالة الولدة للعزوم للمتغير العشوائی ,2 = ل 


]ءا 
1 ۷ 
آی حسات : |2 


Bi 
1= | 


M ,(t) = اط‎ exp 





ولایجاد ذلك نحسب القيمة المتوقعة يشرط «عل( أى آن: 























N ۱ 10 ۱ 
۲۱| exp ۳ | ۲-0] = تام‎ | N=n 
اذ | ظ‎ i= 
3 ۳ سےا‎ 
ظ‎ 1 
11 [exp(t x) | 


- ]۸,0" 


حبث إل QP, (t)‏ هی الدالة المولدة للعزوم لای من اتی را الخ جواتة 
پر ۸6 او .2 وبالتالی فان : 


العز وم والدوال الولدة للعزوم ور یئ 


E exp IN 











|Mx(D |"‏ = 
ومن ذلك افيد آن: 
[Mx(D]* |‏ |8 = (۱) 1۷ 
يمكن استخدام الثال السابق ساب الوسط ا لسابی والتباین للمجموع العشوائي 


۷۵ على الترتیب . 


تس 








لتغیرات عشوائية؛ أي حساب ,لا و 
۱ 3 ظ 2 


]سر 


لاحظ أن 





کا 





۲ 
|| 
۳1 


8 
dt 


( ب ۷ 


۰ 
=1 


=0 





E|N(Mx(D)™'" ۷۸1 


۳۱ N(M, (0)) MX (O) |, 


E(X)|‏ . اط 


وذلك لأن E(N) . 8) ۰ M)(0) = E(X)‏ = 
لاحظ أن 1 = (0) ,1۷ لاي متغیر عشوائی ×. 


۳ 


ز 


۳:۲ نظرية الاحتمالات وتطبيقاتها 


ساب تباین الجموع نحسب آولا (8)32 حیث إن 


2 
d2 1) o 


| 


E(y*) 


E(N(N-D[ECO]? + N E(X?)} 


- E(N) EX? - (EX)? | + (EX)? (EN?) 


(EN) Var(%) + (EX) (EN ) 


وباستخدام القيمة التوقعة 6۷ نحصل على 


Ey” - (Ey) 


Var(y) 
= (EN) Var(X) + (EX) [| (EN?) (EN)? | 


(EN) Var(X) + (EX) Var(N) 


> ,۵ الداله المولدة للتراكمات (الدالة التراكمية) 
التراكمات (۳012705) مجموعة من معلمات التو زيع الاحتمالى وتعرف 
كالتالى : 


= 


3 
ات 





ےت 9 7 
۲ 5 
5 “لإ ۱ = r!‏ 
1 مس ور 
1 (۲<۸ 


حيث إن 1 هو التراکم الرائی ()هةاناتهنه ”). 


بعبارة آخری التراکمات معاملات فى مفکو لك متسلسله القوی الناجة عن اللوغاریتم 
الطبيعي للدالة المولدة للعزوم حول الصفر لمتغير عشوائى. أي آن 


۲ 2 
9 کپ وی نے سوک + kt‏ = (0۷0, يها = (1)0 


العزوم والدوال المولدة للعزوم 5 
العاملات ... ,و1 بوک بوک بر هی التراكم الأول والثانی والثالث والرابع 
الخ سی ٤)0‏ الدالة الولدة للتراكمات(همناعهنة (cumulant generating‏ أو 
باحتصار(0عع) أو الدالة التراکمية (2). تحقق الدالة التراکمية الخاصية التی تقول 
إن «الدالة التراکمية لمجموع عدد من التغیرات العشوائية الستقلة هو مجموع 
الدوال التراکمية لهده المتغيرات» . 

بتفاضل الدالة التراكمية ۲ مرة بالنسبة إلى ۰1 والتعویض عن ؛ بالقيمة 
صفرء فإننا نحصل على التراكم الرائى ,کا أي أن : 





dt" 





۸۵ 


] > Û 


۷ العلاقة بين التراكمات والعزوم 
من تعریف الدالة المولدة للتراكمات 


K(t) = log, M(t) = log, 


ا 





آو 


Ê 
k + کج ده > ديعا‎ ۲ .., = log. | 1 


+ 2 ۱ |= 40 + 2( 
ee 





حيث إن : 


+۲٢ | 1 ۱ 1 ۷ ٣ 5 3 2‏ 3 ۱ ۷ و 

ظ فوع و وو دی سس ۴ بل 7 Mag TPO Ce‏ ۲ 
٢ 8‏ ا 5 5 ١,١11 ١‏ ف 3 

سق سی سی ہرس ات ور وت یر سر ات 


t2 3‏ 
+ کے( 2۳۳ + و3 - (یر) +( 7 - ر( + 


عقارنة مفکوك متسلسلة القوی : 
0 
20 + )3 - وا) + ع ( “HP‏ چل) t+‏ 


ومفکوك متسلسلة القوی فی تعریف الدالة الولدة التراکمية 


- 1 


1 
۰ 4 کا + as‏ + 5 وم 2۸ 


نحصل على التراکمات الاربعة الاولی 


kıt + k 


= ۳0 1 ذلا 5 و 





|| 


1 


العزوم والدوال الولدة للعزوم ۳:۵ 


ولا = 20 + زنر3 - ولا = 


2 - يلا = 6۴ - ?12 + و3 - )4 - ول = يع 


8 , الدالة المميزة والمنوال للمتغيرات العشوائية المنفصلة 

قد يتعذر أحيانًا وجود الدالة المولدة للعزوم ۸)0 لكثير من التوزيعات 
الاحتمالية. عندها يمكن الاستعاضة عن هذه الدالة بدالة أخرى تسمى الدالة المميزة 
)haraeteristic function)‏ أو اختصارًا (0.5). تتمتع الدالة المميزة بخواص ممائلة 
لخواص الدالة المولدة للعزوم . 

ندرس كذلك في هذا البند تعريف النوال ونوضح كفية غدید ال وال 
بواسطة الدالة المولدة للعزوم. 


تعريف ۱ ,۸ , ۵ 
الدالة المميزة لتغیر عشوائی ۰26 ویرمز لها بالرمز ()©» هی القيمة المتوقعة 
للمتغیر الائ 6۳ 4 آق أن 


Ele (‏ = )5 
فى حالة التغیر سی التفصل» يمكن تعريف الدالة المميزة 0)0 کمایلی : 
P(X = x)‏ "ور E(e*)‏ = نعم 
آما فی حالة المتغير العشوائي التصل تعرف (9)1 كما يلي : 


عرف 


dx‏ م 7۸ | ے راج ا6ے تن 


حيث إل ! علد حفیقی ؛ و ٩/1‏ ع 1 وحدة تخيلية . 


إذا كانت قيم المتغير العشوائى محصورة فى مجموعة الاعداد الصحیحة» فاننا 


۳1 نظرية الااحتمالات وتطبیقاتها 


نکتب احیانا 0 م2 = (0)», 


حيث إن P(X = n)‏ = ,0. 
تمتاز الدالة المميزة ()) ۵ عن الدالة المولدة للعزوم M)6(‏ بکونها دائما مو جو دة 
وذلك لان > دای | لكل الأعداد الحقيقية ۱ ويمكن تعريفها لکل توزيع 

احتمالی . وعکن كتابة الدالة المميزة  )(‏ في صورة متسلسلة کمایلی : 


(it) 9 
2 ا‎ ۲ 








+ ... + لا + الم 1+ 1= )0 





it)“ ۱‏ 
ویکون العزم × حول الصفر للمتغير العشوائي × هو معامل ۱ 
والان ندرس ا منوال (0006) فى التوزیعات الاحتمالية التقطعة أو النفصلت 
وذلك لساطة هذه التوزيعات : ولان غالبية التوزيعات النفصلة كما سنلاحظ فى 
الفصل السادس معرفة على مجموعة الأعداد الصحيحة غير السالبة . 
نقدم الآن تعريمًا للمنوال وللتوزيعات المعرقة على مجموعة الأعداد الصحيحة 


تعریف ۸,۲ , ۵ 

نقول إن للتوزيع الاحتمالى (0 = 2)3 = ,0 منوالا عند النقطة ص=× إذا 
کات ہر قے ,م لقيم 0 وکات رر۲ < .م لقیم 0 > ححيث 6 11,111. 
۲ قد يكون للتوزيع الاحتمالى منوال ويسمى وحيد المنوال ([112111002) أو قد يكون 
له منوالان فیسمی سای المنوال (01۳001)» وقد تتعدد مناویله فیسمی متعدد المناويل 
(multimodal)‏ . سالقضر فى دراستنا الموجزة اطالیه على التوزیعات وحيدة النو ال . 


من التعریف السابق یکن برهان النظرية التمييزية التالية : 


فكت سے 


العزوم والدوال المولدة للعزوم ا 


نظرية ٥۸,۱‏ 
تكون دالة التوزيع الاحتمالية المنفصلة ,2 وحيدة النوال حول الصفر؛ 
إذاء وفقط إذاء كانت الدالتان 


HP"‏ - و چان 
N‏ ع ۲ 1ر0 ۔ KR, ۳۹ Fa.‏ 
n‏ 
تعبران قد ترزيعين احتمالیین متفضلین: یت ان (اسعطرم م۳ 
| سا 


البرهان 

نفرض أن ,0 دالة ثقل احتمالية منفصلة لقيم 21 © 2 وحيدة النوال حول 
الصفرء أي أن 0= ". والطلوب في هذه الرحلة إثيات أن ,© و ,۶ دوال 
احتمالية منفصلة . نلاحظ من العلاقة الأولى فى النظرية أن 

را ے7 - رپ نا 
وبالطرح من العلاقة السابقة نجد أن 
لقاع (LEAP,‏ سز تاس یا 

لنفرض أن الطرف الأيسر لهذه العلاقة هو ,و أي أن م0 - ,0 = ,و 
بأخذ التجميع على طرفی العلاقة الأخيرة نلاحظ أن 


بن 


آ,0-1(۵) + ,1(0) ] ,2 


مه > [] 


2۰ 


= 1 


لآن .ثم ققق تحرف وحدوية النوال السابق عندما تکون 0= كما نلاحظ أن 
0 .0ن لجميع قیم N‏ © 5 ما يثبت أن م داله ثقل احتمالية» وبالتالي فان ,۵ 
داله توزیع احتمالية . 

بالطريقة نفسها کن إثبات أن ,8 دالة توزیع احتمالية. 


۳:۸ نظر ية الاحتمالات وتطبیقاتها 


لبرهان الاتجاه الاخر للنظریة: لتفرض أن ,2 دالة توزیم احتمالية» وأن 
العلاقتین فى النظرية محققتان. من ذلك نلاحظ أن 
۱ و28 - م21 Q,‏ 
هي دالة توزيعية لمتغیر عشوائي منفصل؛ وهذا يودي إلى أن 
ده - (1-n)(Pn‏ > مو 
ومن ذلك يكون 
با و ZU‏ 
ون مم < مم لجميع قيم ۸<0 وأن ,ىم > وم لقيم 0< ونلاحظ 
أن هذه العلاقة لاتقارن بين وط و رط وبالتالى فان منوال التوزیم ‏ © م, .م 
يكون عند 2-0 أو 5-1 ولكن العلاقة الثانية فى النظرية تؤدى إلى نتيجة مائلة 
مفادها أن یکون منوال ۳۰ لقيم ×۸ € 2 عند عه أو 1--8. 
بالجمع بين ا حالتین السابقتين» فان منوال التوزيع يكون عند نقطة الأصل ؛ 
أى عند 8-0. 
يمكن تعميم النظرية السابقة لأي منوال "=" التي قد لايكون فيها 0= ۵. 


نظرية ۳۲ ,۸ ,ه 


تکون دالة التوزیع سط و ۷ 6 م وحيلة المنوال عند 0 = n‏ ادا کان و کال 
نقط» كل من 
کو لت ع1 <۶ بلا 
-DPa+n-ı , neN‏ ا ۳ نگ 
دالة توزيع لتغیر عشوائى متقطع . 
نترك برهان هذه النظرية للطالب لانها لاتختلف فى خطوات برهانها عن 
النظرية (۱ ,۵,۸) السابقة . 
والآن نعرض تعبيرا للدالة وحيدة المنوال بدلالة الدالة المميزة لها. 


العزوم والدوال المولدة للعزوم E۹‏ ۱ 


نظرية ۵,۸,۳ 
يكون التوزیع لمتقطع P‏ و Nء‏ « بالدالة المميزة ()2 وحيد المنوال عند 
الصفر إذا كان» وكان فقط » كل من الدالة: 
Q(t) = P(t) + i(1 - e") P(t)‏ 
والدالة: 
R(t) =e" P(t) + i(1 - e") ۳۰۵‏ 
دالة مميزة. 


البرهان 

نفرض أن التوزيع التة ۶ و لا «nوحيد‏ النوال. لاحظ آننا وجدنا 
فى خطوات برهاننا للنظرية ۰,۸,۱ آن: 

وم(1عه) + ہمتھ-!) = ہو 
دالة ثقل احتمالية عندما یکون التوزیع ,۶ ولا 76 وحید النوال. بضرب طرفي 
العادلة السابقة بالنواة (6706) "6۳ وأخذ التجمیع على کل قیم ‏ في مجموعة 
الأعداد الصحيحة نحصل على : 
”ام رم(1-م) 2 + e"‏ رورم 1)ر2 سنو ور 


11 11 





n ¢ 


وهذا يؤدى إلى آن : 
و م]ر(رم) 2 ان ei‏ مرج را O = 3L‏ 
a‏ سے ل سی ا سے 
P(t) - )-1( 3 P(t) +e" (-1) ۳ P(t)‏ = 
P(t) +i(1 -e")P(t)‏ = 


دالة ميزة لتوزیع متقطم . وبالثل نحصل على 


R(t) =e" P(t) + i(1 - 6۷ ( PX) 


۰ ۳۵ نظرية الا حتمالات و تطقاتها 


دالة مميزة لتوزيع متقطع . 
نفرض الآن أن ()۳ دالة مميزة لتوزيع متقطع ,۳ و لاع 0 وأن كلا من 
(00 و5 المعطاة فى نص النظرية دالتان مميزتان لتوزيعين متقطعین والطلوب 
إنباته في هذه الرحلة هو أن ,۳ توزيع متقطع وحيد المنوال عند الصفر. 
بتطبيق نظرية المعكوس (121655108) للدوال المميزة أو بصورة أبسط بمساواة 
معاملات "اي فی المعادلتين لكل من ٩)5‏ و ۸)0 نحصل على 


0-18۱ + ہم(ظ-1) > مو 


موه(2-1) + روم(ه-1) > Faq.‏ 
من هاتین العادلتین فى برهان النظریة(۱ ,4۵,۸ نجد أن التوزيع ,1 ولا مہ 
لابد أن یکون وحید النوال حول النقطة 0 -:. وبذلك نکون قد برهنا شقعی 
النظرية . ۱ 
كما في النظريتين (9,۸,۱) و(۵,۸,۲) فإنه هکن تعمیم النظرية (۵,۸,۳) 
اي منوال لايساوي بالضرورة صفرا كما يلي علما أن البرهان ممائل فی خطواته 
لبرهان النظرية (۵,۸,۳) ولذلك نترکه لیکون عثابة رین للقاریء. ` 


نظریه ‏ ,6,۸ 
یکون التوزیع التقطع م2 ولا > ١‏ بدالة ميزة (۳ وحيد النوال حول 
0 ادا کان وکان فقط. كل من القدارین 
P(t) + i(1 - ۶۲ (۳۲۵‏ | “عم - [(1+m)‏ = نين 


R(t) = [m - (m-1)e" | P(D + i(1 - (۳۵ 


دالة گر ه لتوزیع متقطع 


۱۳۳۱ 


العزوم والدوال الولدة للعز وم 


مثال ۵,۸,۱ 
آوجد الدالة الميزة للتوزیع الاحتمالی العطی بالجدول التالي 





من تعریف الدالة المیزة نجد أن : 


DO = ای‎ ۳ = x) 


4 
۱ 11 
2 


x=] 


)۵ ے ١ا‏ 1 وق ا (2)ا نے 0 ai0 Î),‏ _ 
3 ع + 8 e‏ + + ۳ ا € 


0 


۱ج + ع + 42 ب ام 4 1( : 


نلاحظ فى التوزیع الاحتمالی أنه وحید النوال حول النقطة ۰۸-2 كما أن 
دالة الثقل الاحتمالية متمائلة حول هذا النوال. 


ال ۲ ,6.۸ 
أوجد الدالة الميزة للتوزیم الاحتمالي المنفصل بدالة ثقل احتمالية 


ات 2 x=],‏ ۹ ا ےا ےم 


الحل: 
الدالة المميزة لهذا التوزيع الاحتمالى هى : 


0 عا و 5 0)© 


| 
0۲٢‏ 
نے ی 
ی تا 
و 
لبي 
ب 








والآن نورد المثال التالی لنوضح فيه كيفية حساب ذلك لدالة كثافة متغير 


عشوائی مسٹمر . 
قال ۸۰,۳ 6 
اذا کان لدينا دالة الكثافة الا حتمالیة المعطاة بالصيغة التالمة : 
۱ 1 
صا >2 >1 لس =( 
(xX) Ta iS &‏ 


حيثث إن هو جا عددان تایتان و محدو دان » فأوجد الدالة المميزة لهذه الدالة . 


الحل: 
الداله المميزة هی : 


العزوم والدوال الولدة للعزوم oY‏ 


0 = E(e"*) 


9 ۱ ای‎ f(x) dx 


b 
1 ألم ۔‎ dx 





3۔ تا 


1 


1 ]1 ۳ 


€ 
b-a it 











ا 


it ط)‎ - a) 


نلاحظ أنه عند التعويض عن ۱20 فان (0) © لابد أن تساوی الوحدة 
ولکننا سنحصل فى العلاقة السابقه على قسمة مقدارین صفریین وباست‌خدام 
علاقة لوبيتال (»1081م1::1105) التی تنص على أنه إذا كانت 0 -(9)ع , 0= (ر)ط فان 
(3) `8 سنا _ (*)5 Lim‏ 
() خر xy‏ راو xay‏ 


2 الأو لی للداله 8500 و (90 صلی 











حيث إن( ع و (*) “8 هی الشتة 
التر تی . ومن ذلك ید آن 


قاذم _ طا 


Lim 9)٢) _ Lim © ۔‎ ٠ 
اہ 0ع‎ it(b- a) 


Him BE نے وود‎ 
ن٥٣‎ 100-8 


= [ 


۳۵ نظرية الاحتمالات وتطبيقاتها 


نلاحظ أن دالة الكثافة السابقة وحيدة النوال» وذلك لانه تو جد نقطة 7 
بخیت أن > 7 2 وان (ع + 1)۲> (1 میم قیم > وأن 
(8 +1021 لجميع قيم < ×. وفي الواقم يمكن القول بأن دالة الکثافة 
الاحتمالية («)1 وحيدة المنوال حول أي نقطة في مجال تعريفها لأنها تحقق تعريف 
وحدویه ا منوال للدوال التصلة الذی سبق ید 


4 ,۵ الدالة المولدة للاحتمال 

بعد استخدام الداله الولدة للاحتمال (probability generating function)‏ ویشار 
إليها احتصارا فى كتب الاحتمال باللغة الإنجليزية (۰)۳.2.6 فی التعبير عن التوزيعات 
المتقطعة أو الفصلة أكثر شيوعا من استخدامها فى التوزيعات المستمرة أو التصلت 
وذلك لتبسيط حساب قيمة الاحتمال عند قيم محددة للمتغیر العشوائي. 


تعريف ۱ ۵,٩,‏ 
الداله الو لدة للاحتمال (ء)# حيث إن ۱:۱1 هی القيمة التوقعة للمتغیر 
العشوائی سک أي آن : 
E(s* (‏ = (و) ۷۷ 
فى حالة التغیر العشواتی النفصل یکون لدینا: 
E(s*) = 2>, s* P(X = x)‏ = (و) نا 
آما فی حالة المتغير العشوائى التصل فيكون: 


نز 


¥(s) = E(s*) = ۱ ۶ ))۴( dx 


حيث نفرض دائما أن ۱:۱>1 لتکون الدالة الولدة للاحتمال (ء)# موجودة لکثیر 
من التغیرات العشو ائبة . 


يمكن ملاحظة أنه لتغیر عشوائی متقطع صحیح وغیر سالب يكون لدینا 


2 ٭٭‎ P(X =x) 


x = Û 


() للا 


P(X =1) +s P(X =2) + ...‏ و + (0< P(X‏ = 
كثير من الدارسين اسم الدالة المولدة للاحتمال. 
بعض خواص الدالة المولدة للاحتمال 
خاصية (۱) أن 1= (1)# وذلك لاأن 
P(X = x)‏ *(1) ,2 = )1( 
نل بر نت 


= [ 


أو فی حالة المتغيرات الستمرة 


۱)1( = ۱ )1( f(x) dx 


۱ f(x) dx 


1 


خاصية (۲) أن 5)3 غ٠‏ 


العشوائی ؛ وذلك لان 


(و)ا سک أي القيمة التوقعة أو متوسط المتغير 





5 = 





«و)ع 4 | _ 1 

۲ 5)8 ۴ - _ ۳ 
آپ ‏ 7 رس کے ا ا ہے 
P(X 0.‏ 2 ۴ 5 


= 5 "۲و‎ P(X = 0 


- 1 


= ۳) =X) 
- E(X) 


خاصية (۳) إذا كانت الشتقة رقم ۲ للدالة الولدة للاحتمال موجودة فان 





(۱ نج دا ہے ا - x(x‏ ۴۱ - (و) للا 


| = 5 
ای يمكن ایجاد العزم المفكو کي (0۳060 [1201071۵) للمتغیر العشو ائی ق 
طریق اشتقاق الدالة الولدة للاحتمال. 
فک الان ایجاد العلاقة بين الدالة الولدة للعزم ۷)0 والدالة المميزة 600 
والدالة الولدة للاحتمال (ء)# كما یلی : 


٥۹,۱ نظرية‎ 


إذا كانت لتغیر عشوائي × الدالة الولدة للعزم (8)0. والدالة المميزة (0)0ء 
والدالة الولدة للاحتمال (ء) فان : 
M(Log s) = ¥(s) ( Î )‏ 
(ب) (و) ا - Log‏ اه 
M(it) = 0)0 (+)‏ 


البرهان 
۱( نعلم من تعریف الدالة المولدة للعزوم آن 


العزوم والدوال الولدة للعزوم ۳0۷ 


M(t) = ۴6 (‏ 
ومن ذلك نجد أن 
(#5ماخو)ع = M(Log s)‏ 
|×(:ەمام) E‏ - 
E(s*)‏ - 


¥(s) 


(ب) من تعريف الدالة المميزة 
E(e* (‏ 55 )0 


سے رپا 1 ) Log‏ + اه 


7 ۲7) ما‎ 15 
= E(s*) 


(5) لا 


(حر) و کذلك نا حط من تعربفی الدالة المولدة للعزوم والدالة المميزة مایلی : 
(ک(قغام) M(it) = E‏ 


P(t) 


۸ ۵ ۳ نظرية الاحتمالات وتطقاتها 
نلاحظ كذلك أنه عکن الحصول على الدالة الولدة للعزوم من الدالة المميزة باستخدام 
العلاقة التالية : 
0 - )7 
ويمكن ا حصول علیها من الدالة الولدة للاحتمال باستخدام العلاقة التالية : 
M(D‏ = ( "ع ايها 
والآن نقدم بعض الأمثلة لتوضيح كيفية حساب الدالة المولدة للاحتمال. 


نان ۱ اه 


احتمالية كما فى الحدول التالی : 





العزوم والدو ال الولدة للعزوم ۳۵۹ 
مال 5,۹,۰۲ 


آوجد الدالة الولدة للاحتمال لتغیر عشوائی منفصل بدالة ثقل احتمالی 


۲0 -)<| ET 


ثم آوجد الوسط والتباين باستخدام الدالة الولدة للاحتمال. 
الحل: 


0 کو > = رونت 








ا : 

x = | 2 

$ 

چس 
_ _ 

2 - 8 

لإيجاد الوسط نكتب 
lı = E(X)‏ 


پر و نظرية الا حتمالات وتطبيقاتها 


A ج‎ 


| 5 + (58-ھ2) 
5 - 2 





[ = وا 


ولإيجاد التباين نستخدم العلاقة التالية 
Varf(X) = EX’ - (EX)‏ 


- ElX(X-1)| + EX - (EX) 


2 ۔ 82 
ك4 ا(ع)۷ سب 
ج۲۰٢‏ ۱ 2 








0 5 = | 
نحسب القدار‎ 
0 
X(X- 1)| ۳ ٠ 
٦ 
8 5 
ِ جوم‎ 3 
- 4 
Var) = 4+ 2-4 


العروع وللنوال ال امه تيع ۳۱ 


۰ تمارين 
Kx (lax) , ExT‏ 


(x)= 
0 , حلاف ذلك‎ 


حیث کا ابت . يمكن أن نفترض أن 


10 ۳ 
| x" (1-x)" dx = _ HER 
0 (m +n - 1)! 


۲- دالة الاحتمال للتوزيع المستطيل أو النتظم تعطی بالصيغة 
(XJ) - 1 , 0> ۷ > 1‏ 
آوجد العزوم الاربعة الاولی» ومن ثم آوجد الانحراف حول حول التوسط للتوزیم 
الشاي 
۳- آوجد العزوم الاربعة الأولى حول التوسط للتوزيع التالی : 
>( -6) وت O)‏ 
بين 0< ۶ , 226 ومن ثم آوحد مقدار التفر طح للتوزیع العطی . 
4 - إذا كان × متغیر متصلاً بدالة الاحتمال التالية 





5 0> × > 1 
1 

(XK) = ۱ 
ہت‎ 2> 3 


١ ١‏ نظرية الا حتمالات وتطبیقاتها 


فأوجد معامل التفرطح للتوزيع المعطى . 
۵- (1) إذا كان المتغير العشوائی المتصل × للدالة المولدة للعزوم التالية : 
-t)” , > 1‏ 1( = ()۷ 
فأوجد متوسط التوزیع العطی وتباینه . 
(ب) إذا كان للمتغير × الدالة المولدة للعزوم 


دا 3 1 
۰ + ب ) - ۱۸ 


. N BX) dl 
(ج) إذا كان للمتغير العشوائى × الدالة المولدة للعزوم العطاة بالعلاقة‎ 


"ا 


فبين نوع التوزيع للمتغير العشوائی ×. 
1- إذا کان للمتغيرين العشوائيين التصلین ۸,۲ دالة كثافة الاحتمال المشتركة 





التالية : 
وہ ک 7ج راے تو 
= (۷ , ×5)] 
خلاف ذلك , 0 
فأوجد مایلی 


(1) الدالة الولدة للعزوم للمتغیرین ۷,۷ 
(ب) التو سط والتباين لكل من التغیرین E‏ 
لأحد وا كانت الدالة ا لو لدة للعزوم للمتغیر العشوائی × هی 





فأوجد (3 أو 222 )۳ . 


العزوم والدوال الولدة للعزوم از تال 


۸- إذا كانت الدالة الولدة للعزوم للمتغیر العشوائی × هی 


0 
ا >) = 0 
فوضح آن 


ران ہت 

۹- (1) إذا علمت أن الدالة الولدة للعزوم لتغیر عشوائي × هي 
M(t) = +87‏ 

فأوجد دالة توليد العزوم للمتغير (3 - 2) 

(ب) آوجد القانون الاحتمالی لتغیر عشوائی × ادا كانت دالته المولدة 


للعزوم هي 


ر . 


سم | 


M(t) = 3)6*-1(‏ 
٠‏ - دالة الکثافه الاحتمالية للمتغير العشوائی × هى 


خلاف ذلك , 0 
(1) آوجد الدالة الميزة القابلة. 
(ب) استخدم الدالة الميزة فى الفقرة () فى إيجاد العزم الرائی للمتغیر 


العشوائی کا . 
(ج) اکتب دالة تولید العزوم مستخدما الدالة الميزة الناتجة فى ( أ ). 


( د ) اکتب دالة تولید العزوم للمتغیر العشوائی 1 + 2X‏ 


گ =7 وأوجد 
متوسط وتباین 2. 





-١‏ برهن صحه العلاقة التالية لأى متغیر عشوائشی × غير سالب 
E(x") - | ۷ - ۳6۶( | dx‏ 
0 
-١‏ إذا كانت ا متغیرات العشوائية ۾ .... ,,26 مستقلة ومتطابقة التوزيع بوسط 
1 وتباین 5ج فأثبت مایلی : 
E(X)=p )1(‏ 


1 
ج A;‏ سی بد 


 - [ 


2 
۷۲) X ) = — (ب)‎ 


E| > (x; (ج) 6*۶ (۵-1) = ا‎ 


۳ احسب القيمة التوقعة ۳ إذا كانت دالة الكثافة الاحتمالية أو دالة الثقل 
الاحتمالية هی 


f) = > xe 7 . KU CI 


_ 5 


(ب) 5 < بت , جه - ()۲ 
1 
اس ...1 = (ج)>-0 


14- أو جد الدالة المولدة للعزوم» والدالة المميزة» والدالة المولدة للاحتمال لدالتى 
الكثافة الاحتمالية ودالة الثقل الاحتمالية فى التمرين (۱۳) السابق. 
06- يحتوي صندوق على خمس وجنات کی احداها فاسدة والاربم الاحری 
صالحة. إذا فحصنا هذه الوحدات واحدة تلو الأخرى فأوجد 

1( توزيع المتغير العشوائی الناتح من ذلك . 


العزوم والدوال الولدة للعزوم 9۰۳2 


(ب) الوسط والتباین لهذا التوزیع . 
٦‏ إذا گان × عدد الأوجة التاننجة من رمسي‌نتلاث 

قطع نقدية ١‏ مرة فأوجد مایلی : ۱ 

( أ ) التوزيع الاحتمالی للمتغير العشوائي المنفصل . 

(ب) متوسط التوزيع . 

(ج) تباین التوزيع . 

( د ) الدالة الولدة للاحتمال . 
۷- آوجد الدالة الولدة للعزومء والدالة الميزة للمتغير العشوائی × بدالة الکثافه 

الاحتمالية 

کی ہہ 1 
C=O‏ , 0 < در , © رک 

۸- ادرس ما إذا كان التوزیع العطی في التمرين (۱۷) وحید النوال آم لا . 
۹- أثبت أن دالة التوزيع التقطعة ,۴ و ٤۸×‏ « تکون وحيدة النوال إذا کان؛ 


وکان فقط » کل من الدالتن 


f(x) 


V(s) = P(s) + 5 )5 - 1( P(s) 
W(s) = و‎ P(s) + 5 )5 - 1) P (5) 
دالين مو لدتین للااحتمال » ست ان ۲)8 هی الدالة الو لدة للا حتمال لدالة التوزیع‎ 
.2)5( م و > م و (ئ)'ط هی المشتقة الأولى للدالة‎ 
إذا فرضنا أن توزيع عدد الأطفال لنسبة عدد الاسر لعدد الأطفال في مجتمع‎ -۰ 
: ما کما یلی‎ 


1 ۳۵ 5 ۳ الك 










ا جس نظرية الاحتمالاات وتطيقاتها 


فأوجد مايلى 

1 نیدب عدد الاطفال لدی الاسرة. 

(ب) تباین عدد الاطفال لدی الاسرة. 

(ج) تفرطح لهذا التوزیع . 
-١‏ برهن أن التوزيع فی التمرین (۳۰) وحید النوال» وآوجد الدالتین المیزتین 
0 و ۸)0 المناظرتين لهذا التوزيع والمعطاة فی النظرية (۵,۸,۳). 
۲- آشت أن التوزيع المنفصل بدالة ثقل احتمالية 


(x) = |٠ ے‎ KA الأو را‎ 





وحيد النوال وآوجد المنوال» حيث إن 0-1+م. أوجد القیم الممكنة للمنو ال 
وهل من المکن أن يكون صفر۳؟ 

۳- آوجد الدالتين المیزتین 000 و 8)0 للتوزيع العطی في التمرین (۲۲) عندما 
یکون النوال وحیلاً (بفرض شروط ملائمة لذلك على 0.۳) و كما فی النظرية 
و ہوا {O‏ 


(شمن سوس 


بعض التوزیعات الا حتمالية المنفصلة 


© مقدمه © توزيع دي الحدین الا حتمالي êh‏ التوزیم فوق 
الهندسي الاحتمالي © توزيع بواسون © توزيع دي 
الحدين السالب © التوزيع الهندسي © التوزيع متعدد 
الحدود رکٹ الحدود) 


۱ قن 

كما ذکرنا فى الفصل الثالث» إن التوزيع الاحتمالی النفصل هو احتمال لکل قيمة 
من قيم المتغير العشوائی علی حدة سا فى هذا البند فندرس بعض التوزيعات 
الاحتمالية النفصلة »التي يكثر استخدامها عادة فى دراسة المسائل الإحصائية وفى 
گر من تطبیقات الاحتمال فى العلوم الأخرى . ۱ 


۲ توزیع ذي الحدین الاحتمالي 

توجد فى ال حیاۃ العملية كثير من التجارب التي تحتوی على عدد من الحاولات 
المتكررة الستقلق وکل محاولة من هذه الحاولات تتضمن فقط ظهور ناتجين؛ 
فعلی سبیل الثال؛ فى محاولة رمى قطعة نقود معدنیف نحصل على نانجین : اما 
فا 3 : (020) أو كتابة اأ وغ إجراء امتحان ما تکون النتيجة نجاحا أو 
رسوبًا. وفى عملية الولادة قد يكون الولود ذكراً أو آنثی . إذا وقع حادث لشخص 


۳۷ 


ا ۳ نظرية الا حتمالات و تطبیقاتها 


ما فيكون ذلك الشخص حیا أو میا بسبب الحادث . فى عملية فحص جهاز ما 
قد تكون النتيجة سليما أو معیباء وفي عملية التشخيص الطبي» يكون المريض 
مصابا أو غير مصاب . . . إلخ . 

إذا كان احتمال كل ناتج من النواتج هو نمسه فی كل المحاولات» عندها يقال 
إن هذه الحاولات هی محاولات برنولى (51215] 86۳0۷1[1) وتسمی التجربة التی 
تحتوی على × من تطاد فا ترتر لی 2 ذات الحدین (binomial experiment)‏ 

بعبارة آخری» تسمی نید رة بتجربة ذات الحدين إذا حققت اخصائص 
التالبة : 

(0) ھتوی التجربة على 0 من الحاولات» ونواتح کل محاولة عکن أن 
تكون على صورة جاح (success)‏ « ویرمز له بالرمز 5 ء أو فشل (عتداانة1)» ويرمز 
له بالرمز ۳. 

(ب) احتمال نجاح الحاولة یرمز له بالرمز ۴ ویبقی ثابنًا لكل الحاولات . 

(ج) کل الحاولات مستقلة. 

( د ) یکون عدد مرات إجراء التجربة عددذا ثايثًا 2. 

فی جر بة ذات اخدین. إذا كان التغیر العشوائی النفصل × يمثل عدد 
حالات النجاح قى «من الحاولات؛ فان المتغير العشوائی یا کس PEE‏ 
ذي اخدین (۷2۲۵0[6 4٥۸‏ صہ: اbinomia)»‏ ودالة كثاقة الاحتمال تسمی التو زیم 
الا حتمالی لذي الحدين أو توزیع دي اخدین الا حتمالی (binomial probability distribution)‏ . 

يأخذ المتغير العشوائي ‏ أي قيمة. عندما يأخذ المتغير العشوائى المنفصل × 
قيمة من هذه القیم» ولتكن ×؛ فان دالة كثافة الاحتمال في توزيع ذي الحدين تعطى 
بالصيغة الرياضية التالية : 

0 هو پ1 با او كوكم ۱ 2 | = f(x) - P(X = x)‏ 


حیث إن ٩-1-0‏ هو احتمال فشل الحاولة. من الواضح أن لدالة 
الاحتمال فى توزيع دې الحدين معلمتين »)two parameters)‏ هما م ,9 » ویرمز 


بعض التوزیعات الاحتمالية النفصلة ۳۹۹ 


للدالة بالر مز .b(x;n,p)‏ هله الدالة من اکت الدوال التوزيعية استخدامًا خاصة تی 
التجارب التى یکون لها ناجان فقط . پر جع الفضل فی إیجاد دالة الا حتمال السابقة 


إلى عالم الریاضیات السویسری جاکوب بسرنولسی Beno)‏ .[) فى 
الفترة (1654-1704) الذي كان جل عمله منصبًا فى نظرية الاحتمالات وتطبيقاتها . 


۱ ,۰ بناء توزيع دي الحدين 

لایجاد علاقة رياضية تحدد احتمال الحصول على عدد × حالة جاح فى ہ 
محاولة فى تجربة ذات الحدين نتبع ما يلى : 

تحتوي تجربة ذات الحدين على ١‏ من محاولات برنولى. وكل محاولة 
تتضمن نانجين فقط ؛ اما جاح المحاولة آو فشلهاء ویرمز لها بالرمزين 5 أو 7 على 
التوالی . يحتوي فراغ العينة لهذه التجربة على "2 نقطة عينة أو نواتج. كل 
تل تفه آز ناتج هی متتابعة ( ۸ ,... ,وه ,ر۵) حيث إن کل (:2) هي ٩‏ آو 
۳ نريد إيجاد احتمال نواتج التجربة إذا كان ا متغیر العشوائی × يمثل عدد حالات 
النجاح (5) التوقعة . فمثلاً احتمال احصول على عدد 0 حالة تجاح أو عدم 
الحصول على أية حالة نجاحء وهو (0 = ×)۴» وفى هذه الحالة فان كل نقطة عينة 
قثل عتتابعة ( م۵ ب ووه +,2)»وکل (:2) عبارة عن احصول علی 48 آي أن 
کل نقطة عينة ھی متتابعة من ۳؛ أي أن (۳ مد F,‏ ,)2 (مة و موق ة] 
وحیث انه فی کل محاولة يتحقق احتمال أو جاح الحاولة ویرمز له بالرمز 
= (ئ)۶ ۰ واحتمال عدم تحقق الحاولة أو فشلها» ويرمز له بالرمز 4= ۲)۴۳ > 
علما بأن كل الحاولات مستقله . 

باستخدام قانون الضرب الاحتمالی نحصل على : 

P(FF ... F) = P(E) . P(F) ... ۳)۳( 





۳۷۰ نظرية الاحتمالات وتطبيقاتها 


بذلك یکون احتمال الحصول على 0 حالة نجاح هو "و - (0 = ×)۴. 
وبالئل عکن لایجاد احتمال الحصول على حالة جاح واحدة؛ أي أن (1<) مي 
وفی هله ا حالة نلاحظ وجود محاولة واحدة ناجحة» بینما یکون کل بقية الحاولات 
70 0-1 فاشلة. تکون الحادثة عبارة عن ظهور حالة نجاح واحدة (8) و (0-1) 
حالة فشل (۳) دون آهمية للترتیب؛ وتكون احادثة عبارة عن المتتابعة 
)٩۳۳۳..........۳(‏ واحتمالها هو ٩"‏ ص» وقد تکون الحادثة عبارة عن المتتابعة 
(۳۳5۲:.........۳) واحتمالها هو نفسه كما هو ا حال فى التتابعة الاولی . بعبارة 
أخرى .2 احتمال أي متتابعة حتوی على حالة تجاح $ و 2-1 حالة فشل ٣‏ هو 
وق حيث إن عدد الطرق الممكنة التى تظهر بها المتتابعات التنافية المحتوية 
على حالة واحدة (8) و (1-م) حالة ۴ مر( ] » فان احتمال ال حصول على 
حالة تجاح واحدة بالضبط هو : 


P(x 1( - | ؟‎ 





pq" 

وهکذا کن إيجاد كل الاحتمالات الممكنة عندما يأخذ المتغير العشوائی × 

القیم ... ,3 ,2ء وبصفة عامة فان احتمال اخصول على متتايعة محتوی على x‏ 

حال جاح و« حالة فشل هو ”0 *م. وحیث إن عدد الطرق المکنة التى 

يمكن أن تظهر بها المتتابعات المتنافية المحتواة على × حالة جاح و۱ حالة فشل هو 
)2( ويكون احتمال اخصول على × حالة نجاح فى 8 محاولة هو : 


11 
۱ 


f(x) = P(X =x) سے‎ SGT اليد ىا لاخ‎ 








والصیغه الرياضية الاخيرة هی توزيع ذي الحدين الاحتمالی أو دالة كثافة 
الا حتمال لتوزیع ابت اخدین.. 


ملاحظة ۲,۱ ٩,‏ 
يمكن ملاحظة أن توزیع ذي الحدين آخذ هذه التسمية من مک وله ذات 


بعض التوزیعات الا حتمالية التفصلة V1‏ 


الحدين )bin0omia expansion)‏ "(و+ع) حيث إن الاحتمالات 
ہے گے ہو ہے ےا 
B‏ ےی و تا نے ہے 4 ۹۳ 


هى عبارة عن ا حدود التتالیة فى مفکوك ذي الحدين "(و+م)؛ أي أن 


| = 20+ (۳ 
۰ سم‎ 
= )طا‎ ٢: n, p) + :1)ط‎ n, p) + ... + b(n; n, p) 


كما يمكن ملاحظة أن مجموع هذه الاحتمالات یساوی واحدا؛ آي أن : 


سی ۲۱ ار آو 1 - b(x; ۰ p)‏ ,2 
ا ۰ 015 ير (۷ < مڈ 
p+q =| kl‏ ۰ وهده هی حاصیبه لاق نوزیع احتمالی . و بحب مالاحظة أن احتمال 
الحصول على 7 حالة جاح م أو أقل» یرمز له بالرمز (2 >)2 ۰ وعکن حسابه كما 
او 
11 


و 9 ا2 - > P(X‏ 


۲ ۶ 


وهذا هو توزیع ذي الحدين التراکمي أو دالة توزیع ذي الحدين التراكمية 


. (cumulative) 


نگال Ts‏ 
فى تجربة رمى قطعة نقود معدنية 5 مرات» كان المتغير العشوائى المنفصل × 
يمثل عدد مرات ظهور الصورة (11) والقیم الممكنة للمتغیر العشوائی المنفصا X‏ 


۲۹۰۲ نظرية الاحتمالات وتطبيقاتها 
هی 5 ,4 ,3 ,2 ,۰0,1 وعکن حساب احتمالاتها ا مقابلة كما يلى : 

98 ے etê‏ قاس ان 
OEE‏ 


ES 
32 


| = )1 = ×)۴ = (ظهور صورة واحدة) م 


3]-(۶)5-2> (ظهور صورتين) ۶ 
3 -(3-*)ط- (ظهور ۲ صور) ۲ 
يي - (ثاہ۔ | )ی (3) )م د (ظهور ٤‏ صور) ۲ 


۳ ۳9 ا ۳ 7 | - (5-)۳- (ظهور ه صور) ۲ 


١3 
) + <| يكن الحصول علي هذه الاحتمالات من مفكوك ذي الحدین‎ 


رمى قطعة شود معدنبه 5 مرات؛ وعکن ارت بالحدول عي 





کا ر 


ادا كان احتمال حصول حادنة هو کے دم > فاو جد نوزیع دی الحدين لعدد 


بعض التوزیعات الاحتمالية المنفصلة VT‏ 


, 3 ہی 2 5 : 
5 = من الحاولات. سیگ إل سس ددن عو 4 1 وعلیه یکون توزیم دي 


5 ۳ 
الحدين الاحتمالی هو ا حدود التتالية فى مفكوك ذي ا حدین ب 2 ؛ أي آن: 








7۶۱ E ENE 
3 * NE) جا (+/|۰)3 (و)‎ 


1 
3 | )5(* + )5()3(۲ )5(* + )10()3(*)5(* 





[ك(ة) + 5()3(۹)5(۱) + 10()3(3)5(2) + 
[243 + 2025 + 6750 + 11250 + 9375 + 5 اسب 2766 


= 5 


مكلك ۴,۲ ,۷ 
۱ 1 
إذا كان للمتغیر العشوائی × توزيع احتمالي بمعلمتين 4 -0 و سر 


فأوجد 
x=). P(X =3}, P(X=06), P(X <2)‏ , (1 -< 6 )۳ 


لحل 


خا - 4 ۱ ۷ 
ہے ا ان من . 6 [+)| )- 0 


بر | درا 


۳۷ نظرية الاحتمالات و تطبیقاتها 


وذلك لان التخیر العشوائی ١4‏ يأخذ می توزيع دي الحدين . قسما صحٴححة مثل 
N EE,‏ 


ست ریچ + | 3 ے 03ت و مهم 


P(X = 6) = f(6) =0‏ 
لان المتغير العشوائي × يأخذ في توزيع ذي احدین؛ قيمًا صحيحة مثل 0,1,2,3,4 


2 
P(X< 2) = 3 f(0) = f(O) + f(1) + f(2) 
x = Û 


{ONS 3ا‎ NY NS E) 


ا 7۸2 24 32 16 


و 81 81 81 #81 
كال ٣,‏ ر 

تقدم محمد وعلی للاشتراك فى مسابقة تحفيظ القرآن الدولية. إذا كان 
احتمال قي سحت عفر 9/8 راڈ رین السابقة 8 مرات» فأوجد احتمال آن یفوز 
محمد فى ا حالات التالية : 

(1) © مسابقات بالضط . 

(ب) على الأقل ٤‏ مسابقات. 

نجه ۷ اقات آر ا 


بعض التوزيعات الاحتمالیة النفصلة Vo‏ 


(د) من ۳ إلى 5 مسابقات. 


الحل : 
۱- یوجد اجان هما قوز محمد أو عدم فوزه بالمسابقة . 
سے ا ۱ 5 2 

- احتمال فوز : محمد فی کل مسابقه هو یت 
۳- حالات فوز المسابقة أو عدم فوزها مستقلة . 

من الخواص الأربع يكن الحزم أن التجربة هي جربة ذي الحدين» ومن ذلك 
یکون لدینا توزیع ذي ا حدین بمعلمتين چ , 8 = ۰.8۸ إذا كان التغیر العشوائی 
× الذي عثل عدد السابقات التی فاز بها محمد فان : 


1 1120 7 


ا ما دزن شش 2 
1 |3۱53 


P(X = 4) 45 


(ب) 


EIT‏ جا[ زج سوه 


اه یاه 


[ 448 + 112 +16 + 1] سل -] 
[ 656 


8 7 
+ 8 + 8 














577 5984 


لات ہے .2 
6561 6561 


۳۳۹ نظرية الاحتمالات و تطبیقاتها 


(ج) 





_ )46()48( 4 
1! 6561 2187 


8 3ود = )6< P(3<5X‏ 
۰88( ل 


8 ۱ 
42 ]56 + 140+ 224 + 224 [ 
(3( 


3 








8 
4 








٩. ۲ ۵ بٹال‎ 


الطلبة القادمين إلي الجامعة من خارج الدينة الجامعية . إذا قدم فى فترة زمنية معينة 


6 طلاب إلى مكحتب الاسکان» وبطريقة مستقلة» فأوجد احتمال آن: 
() یحصل آقل من 4 طلاب على سکن مناسب. 
(ب) یحصل 4 طلاب بالضبط على سكن . 
(ج) یحصل 5 طلاب علی الاقل علی سكن . 


الحل : 

ٹیو ہووی: 

تتضمن التجربة نانجين ؛ اي اور طالي:یحسل على سکن ار یسمل 

- لحم الطاب على سكن في کل مره مر واج 
۳- قدوم الطلاب إلى مكتب الاسکان يتم بطریقة مستقلة 
6- یو جد 6 طلاب . 

یسمی هذا النوع من التجارب التی تتوفر فیها اخواص , السابقه الذکر من 
)١(‏ إلى )٤(‏ «محربة د الحدين». ويمكن الحصول على توزیم ذی اخدین 
الاحتمالی بمعلمتين سس ہآ وت 

إذا كان المتغير العشوائى × يمثل عدد الطلاب الذين يحصلون على سکن 
مناسے فان : 

E 


AN OREO) 


7 ١ ]1 + )6()3( + )15()9( + )20()27([ 


۱ 694 
69 - سم = 


۳۷۸ نظرية الاحتمالات وتطبیقاتها 


ب ٠×4 = ($Y‏ 
وون ے ١ا‏ ے 1585 ے 
4096 °)4( 
yS‏ 
(a)‏ )4( - روج« 





فسن _ 2787 _ 
4096 


۲ التوزيع التكرارى لذى الحدين 
إا شض تا توزيع ذی الحدين الاحتمالى بالعدد لا الذي يمثل عدد التجارب 


ویکون التکرار المتوقع لعدد × حالة تجاح فى ۷[ من التجارب هو 


مج بت 1 13 ۲ ۹ 
حث ال کل 0 محاو له هی یر بة و احدة أو مجمو عه و احدة. 


مثال " , ۲ ٩,‏ 
في تجربة رمي 6 قطع نرد 729 مر ما توقع ظهور الرقم 5 أو 6 في 3 قطع 
نرد على الاقا ؟ 


بعض التوزیعات الاحتمالية المنفصلة ۳/۵ 


الحل 
احتمال الحصول على الرقم 5 أو 6 عند رمي زهرة نرد هو + = 2 - م 
وعند رمی 6 فطع نرد نحصل على 729 = !6 مجمو عه التوزيع التکراری لذي الحدين 
6 
یعطی کالتالی : ( + + ]9دت وه باق نیع مر ان یر المیدڈ تر 6 


3 قطع نرد على الاقل هو : 














"ڑج ل ا ENE “ANE‏ 
3 = [۱ + 12 + 60 + 160 | = 


٣ے‏ رڈ حواص توزیع دي الحدین 

ندرس من خواص توزيع ذی الحدين متوسط حالات النجاح وتباین حالات 
النجاح ومقاييس الالتواء والتفرطح؛ وكذلك معرفة شکل التوزيع . ولانه يمكن احصول 
على التوسط ٠‏ والتباین» ومقايبس الالتواء» والتفرطح عادة من العزوم الأربعة الاولی 
لتغیر ذي الحدين × فسنحاول آولا إیجاد العزوم الأربعة فی توزيع ذي اخدین . 

إذا كان × متغيرًا عشوائيا في توزيع ذي الحدين (0,0:×)تا فان العزوم حول 
الصفر تعطى بالعلاقة التالية : 


u, = E(X') 


: العزم الأول حول نقطة الاصل (الصفر) هو‎ )١( 


۳۸۰ نظرية الااحتمالات و تطبیقاتها 


5 
|| 
۳ 
٠ 
س‎ 


| 
- 
ص 
علیہ 
تست 
نپ 
+ 
۵ 
ن ذم 
a‏ 
= 
سيد 
ب 
3 
3 





|| 
- 
9 


۱ 
ہے 
9 
e‏ 
2 
سے 


وذلك لان 1= و +م » وبذلك يكون متوسط حالات النجاح هو np‏ « 
وبالمثل فإن متوسط حالاات المشل هو 00 . 
(ب) العزم الثانی حول نقطة الاصل هو : 





E(X?)‏ = ولا 
"pq‏ اچ 
Û‏ = ۷ 
حيث إن × + [1-*)< = ”× ۱ 0 0 !| اديع + و |[ x7‏ 5 
x = 0 x = )( ۱‏ 











9 8 0 سس اس ور 2 n(n-1)p‏ 5 اتون ات (n-‏ ات د 0 - 


= np (p + + 8 2" ”رو + م)‎ 
- np + 2م02‎ - np’ 


= 1۳-4 


بعقی التوزيعات الاحتمالية النفصله ۱۷۱ 


وذلك لأن م-0-1 ومنه نجد آن: 


7 2 
۲2 = ۲۲2 - ۱ 


npq - (np)‏ + 7م02 
0 = 


۵ /ا = O,‏ 
(ح) العزم الثالت حول نقطة الأصل هو : 








۳ 01 | x(x-1)(x-2)+3x(x-1)+ | 
× (ھ‎ 





11 كي س‎ I= 
x jP 
- ×)»-1()»-2(+3×)»-1(+× حث إن‎ 


0 
! | 1 
< 0۳9 
۱ 
ع‎ = Û 


= n(n-1)(n-2)p (p+q)" + 3n(n-1)p“(p+q)" + np(p+q)"" 


سس 








> “م(2-2ه)[1-م)م‎ + 3n(n-1)p* + np 


( د ) العزم الرابع حول نقطة الأصل هو: 


TAT‏ نظرية الاحتما لات و تطبیقاتها 


۳۹ : ولام = E(X*)‏ = ولا 
وحیث إن × عكر کتابتها على الصورة: 
x‏ + (1-د)×7 + (2-<)(1-<)ء6 + x(x-1()x-2()x-3(‏ = ك4 


فیکون 


۷ = 1 )(x-2)(x-3) + 6x(x-1)(x-2) + 7x(x-1) + ×۴ f(x) 
x= 
ين‎ = n(n-1)(n-2)(n-3)p? + 6n(n-1)(n-2)p° + 7n(n-1)p* + np 
باستخدام العلاقة بين العزم حول الوسط الحسابى وحول الصفرء نجد أن العزم‎ 
ڈیر = ولا‎ - 32 + 2 


۱ ۲ / عع ہے ۱ 
وبالتعویض عن إل و ملإ و لل بقیمها نحصل على : 


اد | 3np| n?p?-np?+np‏ 3 [صص+ة مر [-ه)مة+* م(12)5-2-مم | 


۱ 


np [1 - 3p + 2۱‏ 
np (1 -p)(1 - 2p)‏ = ولا 
npq(q - 0(‏ = 
وبالثل يكن الحصول على العزم الرابع حول الوسط الحسابى: 
3 - ول 6 + یر یرہ - بر = ولا 


/ 1 ۱ / 3 ا 5 
وبالتعویضص عن إلا و دلا و 13 و ولا بقیمھا ود الا حتصار جل ال : 


بعض التو زيعات الاحتمالية المنقصلة AY‏ 


n“(p*-q*)+n*(-6p*“+6p*+6p°-6p* )‏ = بن 
(م+2م3-7م4+12م6- )عد( 4“م3-8م2+12م2-4م3+7م4-18م122)11 + 
3n°p*(1-p)* + np(1-p)(1-6p+6p)‏ = 
npq(1 - 6pq)‏ + "و3010 = 


- إومم‎ 1 + 3(n-2)pq] 


من تعريف معامل الالتواء نجد أن : 


87 ی قريب ہے ہے 


(Vnpq (‏ 3 
( و ) 
ھت ے 11-900 9ئ ین 


npq ۹ vnpq 
: ومن تعريف معامل التفرطح‎ 








_ 3n pq? + npq(1 - (وم6‎ 
5 ۱ 02022 


_ 09 (3npq + 1 - وم6‎ ( 
020272 
_ 3000 + 1 - 0 
۱۱۳۵ 


9 - 1 4 4 ہے 
09 


TAR‏ نظرية الاحتمالات وتطبیقاتها 


يمكننا ملاحظة أنه عندما تؤول ١‏ إلى مالا نهاية» فان معامل الالتواء وبه 
یو ول ای الصفر. ویو ول معامل التفرطح 4 ا 3 أي بعبارة آخریں إن 
معاملي الالتواء والتفرطح في توزیع ذي الحدين يؤولان إلى معاملی الالتواء 


1 13 و‎ 0 ۱ Lım 


وت و [[آ ون یه إ]] 


0 = 3 


أي أن شعل توزیم دی الحدين يعتمد على قيم الخلفتتن. 8,8 گیا سترف 
فی الاشکال البيائية التالبة : 





0 1 2 5 4 5 ۵ ۲ 2 5 4 5 
b (x; 5; 0.4( b (x; 5: O.2) 


الشکل رقم (۱ ,۲) الشکل رقم (۲ )٩,‏ 


بعض التوزيعات الاحتمالية المنفصاة Ao‏ 


1 2 3 4 5 
b (x; 5: 0.6( 


الشكل رقم )٩,۳(‏ 





EE 78 90 0 0123 4 5 5 7 8 9111‏ 4 درو 
b (x; 10: 0.5) b (x; 10; 0.3)‏ 
الشکل رقم )٦, ٤(‏ الشكل رقم (۵ )١,‏ 


نلاحظ أنه عندما تکون > فان التوزیم یکون موجب الالتواء. 
رسطزما کن < 0 فان التوزیم یکون سالب الالتواء. وبصفة عامة» عندما 


TA“‏ نظرية الاحتمالات و تطہقاتھا 


يكون 0 2 ۳ يكون التوزيع ملعویا . وعندما تكون p=‏ يكون التوزيع 
متمائلا . و کما دکرنا سايق . إنه كلما از داد ټول د الحاولات ١‏ إلى کت فان 0 
التوزيع الطیعی Cal‏ ۴ أنه تلد فا نا فو 1 د شير دا فان نوزیع دی 
اخدین متمانل ومعتدل التفرطح . 
من الصيغة الرياضية (الکررة) لاحتمالات توزیع ذي الحدين : 

ا ی ہیں 

b(x;n,p) ۰ . b(x-1;n,p) 
خواص آخری لتوزیع ذي الحدين: من الواضح أن الصيغة الرياضية السابقة تعطی‎ 
: الدالة (×)] ععلو مية الدالة(1 - )1 التي يكن ا حصول علیها كما يلي‎ 
: فى توزیم ذی احدین» اذا كان لدينا ا حادثة <2 فانتا تحصل على‎ 


ود ف ۱ = b(x;n,p)‏ 
وإذا کان لدينا ال حادثة 1-×=× نحصل علی: 
ي اج ۲ م۶ = b(x-1;n,p)‏ 


بقسمة (1:0,۲ )9 على (1:0,0-×)تا نحصل على : 


اع 7ك 
b(x;n,p) x! (n-x)! ۱‏ 
n! ۶-1 1-1 +1‏ (,11: 1-« )ها 


(x-1)! (n-x+1)! ۴ 


x (n-x)! 0 5ك‎ 1 


n - x + 1 P 

× ٠ 

x - (n+1)p 
xq 


ند 1[ تب 


من الواضح رل آکبر من الواحد عندما تکون م(1 + ) > x‏ 


وأصغر من الواحد عندما تکون 1(0+) < × آی أن قیم (0):۲,۵ تزداد بزيادة 
× عندما م(2+1) > × > 0 وتنقص بنقصان × عندما تعون 2 > × > م(2+1) . 
وعندما تکون 1(0+) = × فان (1< -)2 = ( - ×)۴. من ذلك نلاحظ 
أن توزیع ذي الحدين وحيد النوال. 


مثال ۷ , ۲ ٦,‏ 
تقدم 24 مرش فى امتحان شهادة البکالوریوس في تخصص الریاضیات . 
إذا كان احتمال اجتياز الامتحان هو فأو جد متو سط وتباین التوزیع . 


الحل 


حبث إن 24 = 1 , سم فان ج - ۱-0-۱ و 
إذن الوسط الحسابى هو : 
np < 24. < 8‏ ح لا 
والتباین هو : 
33- 22 دج 4 = 00 < 6 


Ta‏ مطابقة توزيع ذى الحدين لمحموعة من البيانات 

رید ها معرفةكييةتطیتق توزیع شی این إلى مجموعة من الیانات او 
المشاهدات (262 1760ء2)055» ومدى ملاءمة ومطابقة (110128) ذلك التوزيع فى 
و شب كله السانات ؛ أي بعبارة آحری بر یل معر فه فيم الاو (] ,(ا اللتین 


TAA‏ نظرية الاحتمالات و تطبیقاتها 


تميزان وتحددان توزيع ذي الحدين» حساب الاحتمالات (10 وكذلك التكرارات 
المتوقعة لكل القيم الم اوس 2 بل بلا جو انقوس دی الحدين ×. 

فرضنا أن لدينا توزيعا تكراريا بخصائص أو بمميزات توزيع ذي الحدين 
النظري. كخطوة أولى نقوم بحساب متوسط التوزيع التكراري» الذي نرمز له 
بالرمز ٠×‏ یکن اعتبار قيمة × قيمة تقديرية (تخمينية) للوسط لإ. ويمكن مساواة 
هذه القيمة بالتوقع الرياضي (القيمة المتوقعة) في توزيع ذي الحدين «8. الآن 
هکن الحصول على قيمة ص وبمعرفة قيمة م يمكن حساب كل التكرارات التوقعة. 
نورد الآن مثالا لتوضيح ذلك . 


مثال ۲,۸ ,۶ 
رمي قطعة نقود معدنية غير متزنة 5 مرات . 


| ی | 5 | 4 | 3 | 2 | 1 | © إعددالصور 0 
رس | < |* |* 2 |” |" | سیف 


أولا :متوسط التوزيع التكراري الممثل بالجدول التكراري السابق هو : 









5 
2,8 i 
| - 0 

E 

3 

1 ع‎ Û 


UEC AFL FEED‏ ل 
200 


بعض التو زیعات الا حتمالية المنفصلة ۳۸۹ 


انیا : نحاول مساواة هذه القيمة (أي قيمة *) بالقيمة التوقعة النظرية فى 
توزيع ذى الحدين؛ أى أن 1.09 = م2 . ۱ 
وحيث إن عدد الرميات 2-5 فان 1.9 -م5 أو 0.398 -م. 
ويكون توزيع ذی الحدين المطابق لوصف هذه البيانات هو : 


b(x;5,0.398) - 


الٹا: حساب کل الاحتمالات والتکرارات القابلة لقيم الصغیر × : إذا 
رمزنا لعدد الصور بالرمز ×؛ أي أن التغیر العشوائی × فى هذه التجربة يمثل عدد 
مرات ظهور الصورة؛ وتكون القيم الممكنة للمتغير × ھی 5 ,4 ,3 ,2 ,1 0ھ عر 
وبناء عليه عکن اعطاء الحدول التالى : 


۱ )0.398(* )0.602(*7 


= 7 
٩ و‎ < 5 )0.602(* )0.398( ۰. = 6 
۶ = 10 )0.602(* )0.398(* = 034659 


7 = (0.398) *(0:602) 10 = 3م 02 | > 


3 - ۰ 0.398(۳) (0.602) 5ے مو 





مب ۵ ۳ نظر ية الا حتمالات و تطیقاتها 


مطابقة لتوزيع ذی الحدين. بلاحظ أنه عکن ا حصول على التکرار التوقم بضرب 
كل دالة احتمال (502 بالعدد 200 الذي يمثل مجموع التكرارات. كذلك يلاحظ 
آنه کن حسابتب الاحتمالاات ()۲ بواسطة الصيغة الرياضية التالبه : 

n - x + [ 


۲ ۱ ۱ 
ڑچ إن ع گے‎ 
Xx q (x ;n,P) 


b(x;n,p) = 


Ta‏ ںا الدالة المولدة للعزوم والدالة التراكمية في توزيع دي الحدين 
عکن ا حصول على الدالة الو لدة للعزوم )٥0(‏ فی توزیم دی الحدين 
(۰0)*:0:۲ ویرمز لها بالرمز() 0 من تعریف الدالة الولدة للعزوم حول الصفر 


000 = Ee”) 


من تعریف التوقع الریاضی للمتغیر “اع ین × ام < - 


x = Û 
ار في 11 رب 2-۷ در | 2 ) سم 'ک‎ 3 5 
- 2, وحیث إن 9۳۳ 0۳ ۲ | = (۲0 و | خم‎ 
xX = Û 
- مرس[‎ 
× ادن : 0 ے‎ 


| 
کسی 
= 

سل 
ہے 

اللي 
سپ 


من الواضح أن مفكوك "('ءم + و) هو الفکوك الجبري لذي الحدين» ولایحتاج 
ال أي كلميو احتمالی : 


کن ا حخصول على العزوم بتعاضل الدالة لو لدة للعز وم (12)1 مرف ومرین ‏ 


بعض التو زیعات الا حتمالية النفصلة ۳۹۱ 


لا یجاد العزم الأول حول الصفر نتبع مایلی : 


/ 3 in 
jı = 5800 = (a+ ×۱ 
) - 0 


= | همه‎ (q + pe')"' و‎ 


= np 
: ولإيجاد العزم الثانی حول الصفر ولا‎ 


۱ ۱ qd t ١ 8 
ونا‎ = E(X*) = ۳۰ ('عم + و)‎ ۱ 
dt i = 0 


= [npe' (q + وی | ۳( عم‎ + [n(n-1)p*e* (q + pe')"* و[‎ 


1 


م( 1-م )م + np‏ 


ويكون تباين توزيع ذي الحدين باستخدام العزوم هو: 


زا 9 7 ۳۳2 


|| 


ھا ا زور np + n(n-1‏ 
۵ = 
وبالمثل يمكن الحصول على العزم الثالث وء والعزم الرابع مد أو أي عزوم علیا 


آحری . 
تعطی الدالة التراكمية (28) بالعلاقة التالية : 


ا نظرية الاحتمالات وتطبيقاتها 


108 ,10)1( = log | و)‎ + pe')" | = 0 log. )0 + pe') 





2 3 
n log q+p|1 +] + عد + جد‎ + .... 








0108 





٣ 03‏ 
. * م + سوم +ام +۱ 


0 3 


e =1 + + کے‎ + 
2۳ ۰ 5۳ ۰ 


هو مفعوك لورانس للدالة الاسیة ع. وکذلك أن 1-0 -4. 


۱ 


۴00 


ذكرنا سابقافی سياق حدیثنا عن الدالة التراكمية لأي متغیر عشوائی؛ أنه يكن 


تكون التراکمات الأربعة الأولى فی توزيع ذي الحدين هی : 


۲ = إلا 


1 
۱ 


9 = (م-1)م2 = جل 


(م - 2p) = npq(q‏ - 1)(م -1)مم = دي 


6p + 62*( = npq(1 - 6pq)‏ - 1 )(م-1)مم 


"۲ . ٩ نكال‎ 


بعض التوزيعات الاحتمالية المنفصاة 15 


3 ۱ ظ 
مل و 1۲-۱ 11 Pq‏ ہف [ بع طلا 
ثم أوجد ولل ,ولل ,ول . 


الحل 
و تعر یف العز م الرائي حول الو سط ا حسابی نحصل على 


np) | , 02 1 0‏ - ز) 2 - = علا 


[ < 0 


وبتفاضل 1 بالنسبة إلى م نحصل على 





اھ كك ڑا 3 . 1 
ا+j‏ و (n-j)‏ | ) (مم - ز)رح - ۱ ي م 35 np)‏ -ز) 2 rn‏ کہ 5 


+ 2,(j-np) 2 ip" و‎ 


(j 00 ۱۹‏ + یرد ۔ 


ںی نے 
ازج a‏ ۳ 





1 r+ Î 
= ۲۔‎ rı + سک‎ 2, (j -np) ۴ 
وم‎ ١ 


1 
۱ +11 جج !لا [[ 2-1 ل ده 
۷ 


a ¢‏ 1 ال - لي 
_ ود 


فين باله ار ۹ 
4و لعج نحصل علی 
نل 2 





dp, 
7 ۲: بچ*‎ 
کت | لا‎ 


پا 


لا = 
1 برلا 





01۱ ۱ 
n1 0 
اج‎ 


= ۵ 
(n + 0( = 
Pq 


3> 
اجرلا 





> 0 





اک 
25 + إلا 211 


۲ (ومم)‎ 
= pq |20 + 1 


( (9 
1-0) 
م + 0 

= 00) 


- 0( 
040 

-np) = np‏ وھ 

= pq(n 


بعض التوزیعات الا حتمالیه النفصلة و ۳۹ 


r) = دما‎ 





dM; |‏ 
| 3 بح 
۱ 7 + جلإ 11 ا 


ی رز گال ا ۳ 
np*)(1 2p))‏ اج + pq | 3n(npq)‏ 





ب 


= 39 12*07 + npq(1 - 6pq) 


٣‏ التوزيع فوق الهندسی الاحتمالي 
۷ مادم 

يوجد کثیر من التجارب التي ینعدم فیها شرط الاستقلال وكذلك عدم 
ثبوت احتمال حالة النجاح م فى کل الحاولات . يسمى هذا النوع من التجارب 
«تجارب فوق هندسية» أو (عتتاعمهمءعمءملزط)» وبعبارة آخری؛ تحقق التجربة فوق 
الهندسية ا خواص التالية : 
۱- نواتج كل محاولة يمكن أن تصنف إلى جاح أو فشل . 
۲- احتمال النجاح فی كل محاولة متغير من تجربة إلى أخرى . 
۳- الحاولات الناجحة غير مستقلة . 
-٤‏ يكن إجراء التجربة عددا ثابتا من الرات. 

يتبع التغیر العشوائى × » الذي يمثل عدد حالات النجاح في هذا النوع من 
التجارب. التوزيع فوق الهندسی ويسمى متغیرا فوق هندسي . 

عندما يأخذ المتغير فوق الهندسي 1 قيمة × فإن دالة الاحتمال فوق الهندسي 
تعطى بالصيغة التالية : 


٦‏ ۳۹ نظرية الا حتمالات وتطبيقاتها 


حيث إن : 
۸ : عدد الوحدات فى المجموعة أو الجتمم (سعة المجتمع) . 

: عدد الوحدات فى المجموعة ا لحزئیة أو العينة (سعة العينة) . 

کا : عدد حالات النجاح فى الجموعة أو المجتمع . 

تکون لدالة الاحتمال فوق الهندسية معلمات ۷,2,1( وجميع هذه 
العلمات آعداد صحيحة موجبة ويرمز لدالة الاحتمال فوق الهندسية بالرمز 
و یت کا تھے ےم 

يفضل استخدام الدالة فوق الهندسية فی الحالات التالية : 

(1) عينة عشوائية سعتها « مسحوبة ينون احلال من مجتمع ذي عده 
نهائی من العناصر [. 

(ب) عدد کا من الوحدات من نوع (نجاح) وعدد متبق من الوحدات > - لا 
من نوع آخر (فشل). 


٢٦٢۲‏ بناء التوزیع فوق الهندسي 
نفرض أن لدینا مجموعة أو مجتمعًا يحتوي على عدد نهائي من العناصر ١‏ 
منها ‏ حالة نجاح والعدد التبقي منها ۱-۷ حالة فشل؛ وکلتا الحالتين متنافیتان 
إذا قمنا باختيار مجموعة جزئية تحتوي على ١‏ من العناصر (۱ > 0) من الجموعة 
أو الجتمع وبدون إحلال» فان عدد الطرق الممكنة التی عکن بواسطتها اختيار 7 من 
إذا كان × متغیر عشوائيا يمثل عدد حالات النجاح» وکانت ۱6-5 إذاء وإذا 
فقط » قمنا باختيار »× حالة نجاح من ۰ و *-2 حالة فشل من ۱۲-۲ حالة فشل» فان 


بعض التوزیعات الاحتمالية النفصلة ۳٣٣‏ 


تب با 
گار -11 ۹ 


ای 
ہر سج عمس . الم یرب از 


N 
ا5‎ 

و هده الصبغة للاحتمالاات فوق الهندسية . 
للاحتمال فى صورة متسلسلات فوق هندسية. كما أن مجموع الاحتمالات يساوي 
/N‏ ۰16۱/1۱ 
ا وا وا 


X= Û 


مثال ۱ ,۳ ٩,‏ 
یحتوی صندوق على 4 كرات حمراء و 6 كرات سوداء. آختیرت عينة 
تحتوي على 4 كرات بدون إحلال من ذلك الصندوق. إذا كان × ثل عدد الکرات 

الحمراء فى العينة» فأوجد التوزيع الاحتمالی للمتغير ×. 


الحل 

من الواضح أن التجربة العطاة حقق اخواص التالية : 

( أ ) يمكن تصنیف نواتح کل سحبة كحالة نجاح أو فشل حيث إن النجاح 
هثل ظهور الكرة الحمراء» وعثل الفشل ظهور الكرة السوداء. 

(ج) السحات التتالية غير مستقلة» وذلك لان السحب بدون احلال . 


۳۹۸ نظرية الاحتمالات وتطبیقاتها 


( د ) يكن إجراء السحب فی عدد ثابت من الرات وهو 24 1. 
نسمی هذه التجربة «تجربة فوق الهندسیة» ویسمی التغیر العشواثي × الذي 
يمثل حالات النجاح فى هذه التجربة «متغیرا فوق هندسی». 
وحیث إن 
4 - م ,4 ][ ,10 = 4+6 = N‏ 


القيم الممكنة التى يأخذها المتغير فوق الهندسى × هى: 3,4 ,0,1,2 
وتكون الاحتمالات لهذه القيم الممكنة (النواتج الممكنة) هى : 


ور _ (۵()4) 0 

P(X < 0 ( - 0 ۳ (۴ 
4 

0 _ ایا ری ی ی 

8 سح تح ا 
3 

د ها وريب 

تو جیا :2 - )2= P(X‏ 
4 


4 
ا = (4 ,4 ,10 :3)ط - )3= P(X‏ 


بعض التوزیعات الاحتمالية المتفصلة ۳۹۹ 


يمكن تمثيل دالة الاحتمال فوق الهندسية باحدول الا حتمالی التالی : 


ے اه با ما 
80/210 15/210 ظ 


h(x; 10, 4, 4( | 








90/210 ۱ 





ال ۳,۲ ٩‏ 
بو جل فی مر حله البكالور يوس . فى ا أقسام الرياضيات » عشرة طلاب 


الحل 
يمثل المتغير العشوائى × عدد السعوديين وحيث إن 


N = 5+5 = 10, n = 4, k = 5. 


يكون التوزيع فوق الهندسي هو : 


اا 


h(x; 10, 4, 5( = — 
4۱ 


ومنه عکن ایجاد الاحتمال الطلوب (2 )۳ و هو : 


2) 2: 10, 4, 5) = 22) _ 0 


2 وج 


٠‏ ۰ ۶ نظریه الا حتمالات وتطبیقاتها 


ار و 

آوجد احتمال أن تحتوي مجموعة ورق اللعب الکاملة على عدد 2 من نوع 
إكة (8068) اذا سحبت عينة نحتو ي على 5 ورقات» وفرضنا أن عدد الورق من نوع 
إكة يمثل حالات النجاح ۴-4 والحالات المتبقية 48 -1-52-4-/32 تمثل حالات 
(فشل ورقات) غير إکة؛ أي أن: 

2= ۲ , 5-5 (عدد الأوراق السحوبة) ,4 -)1, 52 - N‏ 


ویکون الاحتمال الطلوب هو 


ا2 
ووو00 - سک _ 3 18 - (4 ,5 ,52 :2)ط - )2- P(X‏ 


٦,٣٣‏ خواص التوزیع فوق الهندسی 
یتمتع التوزیع فوق الهندسي بعدد من الخواص نذکر منها: 
أ ) الوسط (التوقع الریاضی) والتباین للتوزیم فوق الهندسی هما: 


0 ۔ N‏ ہے نت ہب 





بعض التو زیعات الا حتمالية التفصله 


فان التوسط لا یعطی کالتالی : 











و 
3 
الا تسا ل٤س‏ اننا تمسل مل 

E اا ا اج‎ 
I) 
kn (n-1)!(N-n)! _ (N-1)! 

N(N- 1)! (n- 1(! (N-n)! 
nk 
N 


وچ نظرية الاحتمالات وتطبيقاتها 


حیث إن گے سام 
م 6 N‏ 


نلاحظ أن المتوسط (التوقع الرياضي) للتوزيع فوق الهندسى هو نفس المتوسط 
لتوزيع ذي الحدين . 
من تعريف التباين لمتغير عشوائي > : 
کل - EK]‏ = ی - ۲126 - o‏ 
وحيث يمكن كتابة × على الصورة: 
+X‏ (1 - )2 = 3262 


عندئذ يكون : 


E(X) = ۳۱ 5) -1( +۱ 


2 x. h(x; N, n, k) + 3 x(x -1) h(x; N, n, k) 





سک٣‎ 
5 


باستخدام التعويض 2-×= ل نحصل على : 


بعض التوزيعات الاحتمالية المنقصلة ° 


8 - 2 





E(X*) = EES 
1 
nk k(k-1).n(n-1) 
N N(N -1) 


2 nk, kKk-1). n(n - 1( [nk)\2 
“TN” NN-D 3 


nk(N - k) N - n 


N N - 1 





5 N - 1 
Pq N-1 


|| 





حيث إن : 
.ے ا 
٤ N =‏ 
عکن الحصول على العزوم العلیا الا خری باتباع نفس الخطوات السابقة. 
(ب) إذا كانت «کبيرة فان التوزیع فوق الهندسی یژول إلى التوزیع ذي الحدين» 


فرص أن > = م و وا - (0 - ۱۷/1 < ۶ - لا , ۱0 < عا . 


عندئذ بالتعويض بهذه القيم فى الصيغة فوق الهندسية نحصل على : 


£ نظرية الاحتمالات و تطبیقاتها 


N N 
h(x; N, n, k) = ek) 


1 
xl (Np -(! (î =x)! ول)‎ - + (۱ N! 


- (7 __ (NpPJ!(NG!(N-n)! . 
۶ | (Np - x)! (Nq -n + x)! N! 








باستخدام تق ويسيا سر لينج approximation)‏ 5 8م11 )5) وهو أن 
۱/0 چو "م بح n!‏ علی کل المضاريب بت الا ختصار تحصل على : 


2 


ے 
N‏ ظ 
ا كوي |"( = h(x; N, n, k)‏ 
11+2 ۱ سن و Np‏ ۷ ال" 
۳ 


1 
۳. 





سید 
إذا كانت × کبيرة جداء فان كلا من ك , سس يؤول إلى الصفر . 
ویکن کتابة الصيغة السابقة کمایلی : 


h(x; N, n, k) (r ع ”نو‎ 0): n, Pp) 


ا[ پا" قق 


يرجع الفضل فی هذا التوزيع إلى العالم الریاضی القر نسو بو اسو ن (2015500) 
في الفترة (1781-1840) وقد قدمه في عام 7 كما يلى : 


بعض التوزیعات الاحتمالية المنفصلة 7 


-١‏ نهاية تقريب توزيع ذی الحدين (ط ,2 :)۵ عندما يكون احتمال النجاح م 
صغیرا جدا» ويكون عدد الحاولات 8 كبيرًا جدا» عندئذ يكون حاصل 
الضرب ۰0 ۶ معتدل القيمة. 

(Poisson process) کتوزیع فی حد ذاته. وذلك عندما تتحقق عملية بواسون‎ -٢ 
. التی تتمثل فى وجود حوادث بصورة عشوائية خلال فترة زمنية أو مكانية معینة‎ 
تتمثل هله او ادث العشوائية فى عدد الوفيات» وعدد ا لمکا مات الهاتفية الواصلة‎ 
فى دقيقة إلى مشغل الھوائف وعدد سیارات الأجرة الواصلة إلى تقاطع خلال یوم‎ 
ما وعدد الأشخاص المولودين صما خلال سنة فى مدينة ما» وعدد الأخطاء‎ 
الطباعية في کل صفحة من كناب معین؛ وعدد کریات الدم السرا فى شخص ماه‎ 
عدد الذبذبات الواصلة خلال فترة زمنية معينة» . . . إلخ. وبصفة عامة» یستعمل‎ 
الا حصائیون توزيع بواسون (100ا00 اا٥ 2015500) کتقریب عندما تکون م‎ 
مساوية 20 أو آکثر. نلاحظ أن‎ ١ مساوية 05 أو آقل وعندما تکون‎ 
التقریب یکون أفضل كلما كبرت أو ازداد مقدار ۰ وقلت قيمة م. إذا افترضنا‎ 
أن ه تؤول إلى مالانهاية (» ب )وص توول إلى الصفر (0 ب م) فى‎ 
الوقت الذى یکون فيه حاصل الضرب بد سیر ثابتا فان نهاية الشريب لقي دين‎ 
هي:‎ 


Lim b(x;n,p) _ He 


مه . . ,1,2 X=‏ ا 


حیث ان 271828 چ 

لتوزیع بواسون معلمة واحدة هي 0< ء ويرمز لتوزیع بواسون بالرمز 
07 ×). يمكن تفسیر العلمة لل على آنها متوسط التغیر فى ظهور الحوادث . 
وتوزيع بواسون الاحتمالى هو دالة موجبة (6٠()000-0688)؟‏ أي أن 0 > زر :)۳ 
ويكون مجموع الاحتمالات مساويا الوحدة؛ أي أن : 


اس8 نظرية الا حتمالات وتطبیقاتها 





گر = DP(X=x)‏ = :2)۴ 
یی )ع x‏ 0 
في # 

+ کے + ر + + 11م = 


[ ے لام لام = 


یسمی توزیع بواسون الاحتمالی آیضا بقانون الأعداد الصغيرة 0۶ 1۵۷) 
small numbers)‏ « أو بوزيع اللأحداث النادرة» تک است‌خدامانه وتطيقاته کین 
العمليات البي ولو جية والفيزيائية والعملیات الحشة وعلوم الا دارة i‏ إلخ . 


۴٢‏ بناء تقريب توزيع بواسون لذي الحدين 

لإيجاد صيغة تقريبية لتوزيع ذي الحدين عندما تؤول 8 إلى مالانهاية وتؤول 
م إلى الصفرء وعندما يكون حاصل ضربهما ململ يساوي مقدارا ثابتا نتبع 
مايلى : 
يمكن كتابة توزيع ذى الحدين (ط ,2 :)۵ كما يلى : 


b(x; زمره‎ 


ايك بل مد 2 


سے (1+ 5 - هنا (2 -1()8 - )1 
سم لح (0-2- n(n‏ 


لنضع ۴ = فیکون : 
۳ ۳ 
گے ہے تا سے ےہ 
۳ 8 ۶ و ۳۳ 


نعوض فى الصيغة الرياضية السابقة‌عن م لنحصل على : 


بعض التوزیعات الاحتمالية النفصلة ۷ مم 



































* ود‎ n(n-1 راہ 58 7و8‎ ۸ ۱ 11 - 7 
نووا‎ ES 001 3 2 
3 n(n-1 )(n-2) (n-x+1 ) ۱ 1 9 ۱ 1 - 
x 6 ۱ ۱ ای‎ E 
- جک ... ( ملد‎ ||. | ۰. 
یی‎ 11 1 1 n 7 


إذا بقی ٣<‏ ثابتّا ومقدار 2 کبیرا جدا فانه يمكن ملاحظة أن كلا من احدود 
التالية يؤول إلى الوحدة 




















۱ n ۱ 11 
ot 
۱ ۱5۹ ۱۳ 


اذا وضعنا گے عا يكن اعادة کتابة الخد السابق على الصورة: 
U‏ 


۰8 :نا 


من الواضح أنه إذا ازدادت 7 تزداد کذلك ۶ وبذلك يؤول القدار 


1 








۔ 
ھ0 
3 ۱ 


ال اج حيث إن 8 2 ویکون : 


°۸ نظرية الاحتمالات و تطیقاتها 


[1 
س‎ e۳ 


Lim وا‎ 
n 





بت جمس [] 


إذن تعطی نهاية الاحتمال (× = )۳ بالصيغة الرياضية التالية : 


4 2 


1 
1 ۱ 1.1....1 ے از‎ U 6 
x 


Lım 


مو ہے [] 


عع وك پل ب 2 ع ;¢ = n, p)‏ )9 








بعبارة أخرى . ادا کان > متغیرا دی حدين بحيث إن : 


P(X = x) = (3 | *م‎ 7 





فان : 
ات 111 
ہس پا ولا ها , گت زوه وال مسج 
x!‏ اس تا 


للمتغیر العشوائی المرافق للدالة نا P(x:‏ بانه یتبع توزیم بو اسون ذو معلمة ل1. 


مثال ٩, ٢٢‏ 
أتمت مجموعة مکونة من 200 مسافر حجوزاتهم فی رحلة جوية من آبها إلى 
الرياض . إذا كان احتمال أن یفقد مسافر حجزه» لأسباب عدم التاکید فى المدة 
المحددة أو عدم دقة معلومات ا حجز؛ هو ۰0.01 فما احتمال أن يفقد ثلاثة بالضبط 

حجوزاتهم؟ 


سل 
ادا فرضنا أن عدم وجود الحجز أو فقده يمثل عملية النجاح» فان ذلك یعطی 
جر رة دی الحدین › ويتبع المتغير العشوائى ×» الذي يمثل عدد حالات النجاحء 


بعض التوزیعات الا حتمالية النفصلة ٩‏ ۰ ۶ 


من اللاحظ أن 5-200 والاحتمال ۲20.01 ۰ وحيث إن م صغيرة جدا و 
كبيرة ؛ فانه بستحسن استخد ام نوزیع بو اسون عند‌ما 2 > )200)(0.01( = np‏ < لا . 
ويكون الاحتمال المطلوب هو: 
2ے 3 
٤‏ فا = )2 :203 ع )3= P(X‏ 


_ )8( )0.1353( 
6 


) 4 


00 1 کی 
ييف اد ووو م ليت سي یه 8 
و 27180757 حم 


٦ے‎ 5:٢ نثال‎ 

احتمال انتهاء صلاحية لبة كهربائية (مصباح) تعمل لدة 50 أسبوعًا خلال 
أسبوع هو 0.01125 . إذا كان لدينا 12 لمبة كهربائية من النوع نفسه» فما احتمال أن 
تدوم 11 لمبة على الاقل لمدة 51 آسبوعا؟ 


الحل 

۲ نخس الا حتمال الطلو ب با .8 ستخدام نوزیع بواسون وَذلك لان 
0-5 و 2-12 وأن احتمال انتهاء الصلاحية صغیر جدا ویساوی 
25 . 


فيكون 0.135 = (12()0.01125) = م2 =| ۰ وتوزيع بواسون هو : 


سح ۴ 0.135۔ 
ات انار يو بوم 


۹ 


۱ نظرية الاحتمالات وتطبیقاتها 


الآن احتمال عدم وجود لبه منتهية صلاحتها هو : 


١ 0 
e 0.135 


3ے ا = )0.135 :2)0 = )0 = P(X‏ 


| 


(0.135) *(0.135) . 
سا ٹہ وس بتري 10,138 1 


0.8737 


والقدار الا خیر يكافئ احتمال صلاحية 12 لبة كهربائية» بينما يكون 
احتمال وجود لبة کهربائية واحدة منتهية صلاحيتها هو : 


"(0.135) شس 


P(X < 1( =P(1; 0.135) 1 


)0.8737()0.135( 
0.117 


وهذا یکافئ احتمال وجود 11 لبة سوف تدوم لمدة تزيد على 51 آسبوعا. 
ویکون احتمال أن تدوم 11 لبة لمدة 51 أسبوعا على الأقل هو: 


P(X <11) = P(0; 0.135) + P(1; 0.135) 


0.8737 9 


0.9916 


مثال ۳ , ۶ ٩,‏ 
يأخذ موظف مستودع عینه مكونة من 100 جهاز من مستو دعه الملىء با لا جهزة 
التى مثل نسبة المعيب منها 7 1 وكان ع عثل عدد الأجهزة المعسة المو جودة فی تلاك 


بعض التوزیعات الاحتمالية النفصلة 3 


الأجهزة. آوجد جدولا للاحتمالات («-)2 لكل القیم المکنة ,1,2,3 ,0> × 


4 مستخدما توزیم ذي الحدين الاحتمالی وتوزیع بواسون التقریبی . 


الحل 
إذا كانت م تمثل احتمال أن یکون اهاز معیبا» فعلیه یکون احتمالات ذي 
الحدين عندما 
n = 100, 0 = 0.01, q = 0.99‏ 
هي . 


100 


X 


P(X = x) = | )0.01(* (0.99)1°-* , x =0, 1, 2 3, 4 





وبواسطة تقريب بواسون نستخدم المعلمة: 
p= np = )100()0.01( = 1‏ 
وتکون هذه الاحتمالات هى : 
ام ا 


4 ,3 ,2 ,ا تاء--× سی 3 = (1 :)۳ = P(X =x)‏ 


ومن ذلك يمكن تمثيل ذلك باحدول الاحتمالی التالی : 








1۲ نظرية الاحتمالات و تطسقاتها 


لاحظ أن النتائج الموضحة بجدول الاحتمال السابق تؤكد حسن أو أفضلية 


تعريب بواسون . 


٦٣‏ توزيع بواسون التكراري 
محاو له فان التوزیم الناتج یعرف بتوزیم بواسون التکراری» آي أن : 
سے 


6 تب ع سل 2U‏ و کک - 
x‏ 





f(x) = 


fU 

تصنع آلة (ماكينة) قطع نقود معدنية» وعلمنا أن احتمال |نتاج قطعة معدنیة 
معيبة هو0.00. إذا حصلنا على مجموعة مكونة من 10 قطع معدنیةء احسب 
بالتقريب احتمال آلا تحتوي مجموعة مكونة من 10,000 قطعة على قطعة معدنية 
معيبة . احسب كذلك احتمال أن محتوی هذه المجموعة على قطعة معدنية معيبة 
وكذلك قطعتين معيبتين. افترض أن 0.9802 - 2902 م. 


الحل 
احتمال أن تكون القطعة معيبة 0.002-م وأن 2-10 . وحيث إن م صغيرة 
حدا) یتنا تطبيق تقریب بواسون مستخدمين 0.02 = (10()0.002) = م2 ع لإ . 
من ذلك یکون عدد الجموعات التی لا حتوی على قطعة معدنية معيبة» آو 
تحتوي على قطعة معدنية أو تحتوى على قطعتین معدنیتین» يمكن مثیلھما على آنها 
القيم الممكنة للمتغير العشوائى 2؛ أي أن 0,1,2 -* » ويكون 
4-002 ۱( ۱ 
N . P(x; „) = 10,000 1920©‏ 
بو ضع x = Û‏ تحصل على 
x م٣۶‎ = 10,000 x 0.9802 - 2‏ 10,000 


بعض التوزيعات الاحتمالية اللفصله 1\1 


بوضع 1=× نحصل على 
x (0.02) e” = 10,000 x 0.9802 x 0.02 = 6‏ 10,000 
بوصم 2 X=‏ نحصل على 


e” )0.02(* _ 10,000 x 0.9802 x (0.02) 


2 
2 21 ا 


٦ ٤٤‏ خواص توزیع بواسون 
يتمتع توزيع بواسون بعدد من الخواص المهمة؛ وفيما يلي نستعرض بعضا متھا. 


١‏ - المتوسط في توزيع بواسون يساوي التباين. 
نفرض أن للمتغير العشوائي × توزيع بواسون (إ :)۰۳ ومن تعريف 
التوقع الریاضی يكون التو سط هو 
E(X) = 3 x P(x; 7‏ = لا 
xX = Û‏ 


لان 
۲ 


کرو 


x 





فان 


2 
...+ ۷ 2 + ۳ + 0.6۲ < لا 


3 2 ظ 
...+ سط + کے + + 1٣ع‏ ت 


= pe" .e = بر‎ 











الآن نکتب o EX )-u‏ 
وحیث إن 
XJ = 2x Pls)‏ 
x = Û‏ 
2 شر 1 Fele‏ ٣م‏ 
x = Û‏ 
دا ۱ لام + ۱ *ن ی - 
1[1ے (x-‏ [ ےھ Xx» 2 3 xX‏ 
لز + ۱۲ 
۶ نے o0‏ 
ذلك لأن مج IE‏ ے ی 
وظك لان کر وود 


=p‏ کر - + =p‏ کر (8)2 - و 
2 ۱ 5 
يوضح أن لإ = 6 فى حالة توزيع بواسون 


۲- کر ایجاد العزوم العلیا (higher moments)‏ لتوزیم بواسون کالتالی 


- P(x; نر‎ 


(8)3 = ویر 
يمكن كتابة × على الصورة التالية : 


x = x(x-1)(x-2) + 3x(x-1) + xX 


بعض التوزیعات الاحتمالية اللفصلة 6 ۱ ۶ 


(x-1()x-2) + 3%(x-1) + x]‏ پر ۳ = ولا 


x > )( 


2-3 ۷-2 


سس بق 2 تا 367۷ + 
اع x‏ )3 





پا و أن ٣م‏ ۔ 








۵ + 3 + "مر = ول 


1 


ı4 = E(X“) 


۳ x P(x; u) 


× = )( 


يمكن كتابة “× على الشکل التالی : 


x“ = x(x-1)(x-2)(x-3) + 6x(x-1)(x-2) + 7x(x-1) + x 
ومن ذلك یکون‎ 


OE 1 














س۰ | (x-1 )(x-2)(x-3)+6x(x-1 )(x-2)+7x(x-1)+x‏ 2,8 ۳ = ولا 
: 0 = × 
سد وت ۲ 0 06 ۳ 
فى و ہرس مر ا0 و ہے 
ا(3) - ۳" ۲(مم) ٢‏ ا 
رز 6 70 + 
x= |‏ )2 

أى أن 


سز + 6p + 7p‏ + ألم = ينا 


٦‏ نظرية الاحتمالات و تطبیقاتها 


من العلاقة بين العزم حول الصفر والعزوم حول الوسط ا حسابی نحصل على : 


3M +207‏ - زیر = ولا 


(î + 3p + (یر‎ - 3p (یر+‎ + 2 


لا < 


تررق کو کرک مجو رفاس ے و 


یرد - (یر + ڈیر تيرم + ليرج ”مرد + کیره - زيرح + + "يرم + یر 


ا + 30 


یعطی معامل الالتواء فی توزیع بواسون بالعلاقة التالیة : 


2 2 
لے گے ... ۱۳۳ 


ج 


سم ولا 
ویعطی معامل التفر طح بالعلاقة التالية : 


CL 3 


۳ ۳ 2 
من الواضح أن توزیع بواسون هو توزیع ملتو موجب (ملتو ناحية الیمین) 
ويصبح التوزيع متمائلا كلما ازدادت قيمة ۸ أي أنه قن حالة أن یوول 1 إلى 
مالانهاية (م» جه ) نحصل على العلاقات التالية: 


فی جج ”فا ے بن Lim‏ 

ب جي » مس ۴ 
OE‏ انا ےن Lim‏ 
هه بس | مه هم بير 


1 


بعض التوزيعات الاحتمالية التفصلة ¥ 


۳- وهذا يعنى أنه عندما تؤول لم إلى مالانهایة» فان معاملي الالتواء والتفرطح فی 
توزيع بواسون يؤولان إلى معاملي الالتواء والتفرطح في التوزيع الطبيعي المتماثل . 

-٤‏ إذا كان لدینا متغيران مستقلان ۲ ,× لهما توزيع بواسون بمعلمتين ۷,لز فان 
لجموعهما ۷ توزيع بواسون بمعلمة ۲۷ . 


البرهان 

تعلم أن للمتغیر العشوائشی × توزیع بواسون ( :)۰۳ وآن للمتغیر 
العشوائی ۷ توزیع بواسون (۷ :)۳ ونرید إيجاد الاحتمال k(‏ = 2+۷)حیث 
ان اک 

إذا کان 0 -! فان 


P(X+Y =0) = P(X =0) . P(Y =0) 


فى حالة أن 1-1 نحصل على : 


)0= ۷ )۳ . (1 < ۳/2 + )1= ۳۷ . (0 اط = )1= P(X+Y‏ 
"ع لاع ير 6۲ اج ع 
( + ۳۳۷ - 
وبالئل فى حالة ۲-2 
ی 
(p+ ۲۷۶‏ سس = )2 = P(X+Y‏ 





2 
وبصوره عامة» عندما =k)‏ ۸+۷ بر یل حسابت احتمال کل من [ - 1 - ۷ ,1 < ور 
حیث إل کا وی 1 10+ 1 ویکون : 


1۸ نظرية الاحتمالات وتطیقاتها 


P(X+Y=K) = P(X=0) . P(Y=K)+P(X=1) . P(Y=k-1) +...+ P(X=K) . P(Y=0) 




















"جع 8۳ كع عليه ۵ ye‏ ۲ج 
سب غ“ .+ بح تيم 
k! O!‏ 11(۱] !1 !0 
9 انان 
و تل 7" اننا 6۶۶ ہے 
(k-1)' ۹‏ 3 
ش EE‏ . 
۱ ۷ے 
( ۴ ) + +۷۱ ( ]یج ۳۳ 0 ک - مڑے ۷+ع()۳ 
۳0 
)سس ۔ 


٦, 5.١ مالاحظة‎ 


+ ۷( 


سس 4 ê‏ 
عکن تعمیم النتيجة “(۷ + س) سس = =k(‏ 3+۷) لاکثر من 





عکس هذه الخاصية الذي ينص على أنه إذا كان لدینا متغیران عشوائیان 
مستقلان وحاصل جمعهما 2+۷ هو توزيع بواسون. فإن لكل من المتغيرين 
العشوائیین ۷,* توزیع بواسون صحیحا ويمكن إثباته بطريقة ماثلة ونتر که رین 
للقاره:. 


بعض التوزيعات الاحتمالية النفصلة 2 


٩, ٥‏ مطابقة توزيع بواسون للبیانات الاحصائية 

يمكن أن یتسع توزيع بواسون لجموعة من البیانات |ذا تمكنا من معرفة قيمة 
معلمته ۰ التى يمكن الحصول علیها عادة هساواة ۸إ بالتوسط الحسوب من 
التوزیع التكراري بشرط أن یکون الاحتمال صغیرا جدا. 

باستخدام قيمة التوسط» يمكن حساب التکرارات المتوقعة. ونورد الشال 
التقلیدی التالی لتوضیح ذلك . 


مثال ۵ , ع ٩,‏ 

قام کاحل (1988 )K411,‏ بجمم مجموعة من البیانات تمثل عدد الخلايا 
الفولكلورية ا میتة فى بویضات الاغنام خلال 20 أسبوعاء وکان توزيع هذه اخلایا 
الميتة كما فى الحدول التكراري التالی : 


aa 5] 1] 2| 3| 4| یں‎ 


طبق نوزیع بو اسون لهده الببائات واحسب التكرارات المتوقعة . 






الحل 
نحسب قيمة الوسط ا لحسابی من التوزیم العطی بالجدول ونساویها بالوسط 
۵ لتوزیع بواسون. من الجدول تجد آن: 


- 2 CEO PEI lS 


TE 20 20 1‏ 
أ ل 


وهله قيمة تقديرية أو تخمينية للمعلمة 1 أي آن 1 2 لا . 


وم اناج 


P(x; 0.61) - طخ‎ Ara 


من حسابت التکر ارات التو قعة لعدد × من الخلايا اتة بضر ب الاحتمالات بالعدد 
«N‏ الذي یساوی 200 ی هدا اال . 
فی حالة عدم توافر حدول يو صح فيم اج فإنه فک حسات ذلك بواسطة 
لنفرض أن ۵= لر » عندئل : 
log ۷ = -0.61 log, = )-0.61()0.4343( = -0.2649 = 5‏ 
أي أن 4 = ۷ . 
الآن یکن حساب الاحتمالات والتكرارات المتوقعة كما هو موضح بالجدول التالى : 














التكرارت ۱ 1 الاحتمال 
التوقعة أ 
200xProb.‏ 

- 4 






P(x;0.61) 





x 0.61‏ 0.5434 _ )0.61( مہ 
1 11 
x 0.61‏ 0.3315 _ )0.61( 
2 0 2 


= 5 













= 0.1011 





| 5 3 
مده 81 ئن _ 2 












)0.61( _ 0.0206 x 0.61 
4 4 


6ı (0.61) _ 0.0031 x 0.61 
5! 0000 5 


= 0.0031 












- 0.0004 | 





= 1.0001 





يعض التو زیعات الا حتمالية التفصلة e۲١‏ 


ويمكن ال لتعليق بان بوزيع بو اسون مطابق لسانات المثال بدرجه كبيرة جدا. 


(Poisson Process) عملية بواسون‎ ٦٦ 
ذكرنا سابقا أنه يمكن الحصول على توزيع بواسون كنهاية لتقريب ذي‎ 
الحدين. سنوضح هنا أنه يمكن الحصول على توزيع بواسون من عملية بواسون‎ 
التي تعرف على آنها ظاهرة عشوائية ينتج عنها حدوث حوادث عشوائية فى فترة‎ 
زمنية أو مكانية معينة. فمثلا؛ حدوث الوفيات المرورية خلال شهر فى مدينة ما‎ 

هو عملية بواسون. لاحظ آن عملية بواسون تحقق اف اس العالية: - 
(أ) احتمال تحقق أو ظهور حدث معين فى فترة زمنية قصيرة ۸ يساوي 
س کا سرت زت :3 کنیا موجه رون ال تسر على یا سدل الظہور. 
(ب) احتمال أن يظهر أكثر من حدث في فترة زمنية قصيرة قليل جدا 

وجدیر بالإهمال. ۱ 

(ج) احتمال ظهور اخوادث فى فترة زمنية قصيرة مستقل عن ظهور احوادث 
في أي فترة زمنية منفصلة آخری. 

یفترض توفر هذه الجموعه من اخواص في مجموعه اخوادث الوجودة 
عشوائیا في فترة زمنية أو مکانية معينة . عکن من خلال هذه الخواص القول بأن 
نسالن ماه مرات الظهور حادثة عشوائية فی فترة ذات طول ۲ یعطی کتوزیم 
بواسون بالعلمة 34 ؛ أي أن الصيغة الرياضية لعملية بواسون هی : 

۳۴ ے ۔ وویںم 
A.‏ 

حيث إن : 

) تمثل عدد الوحدات الزمنية» × عدد مرات الظهور فى ) وحدة زمنیة؛ 
8 معدل القليرى خلال رخص سیگ 


1 نظرية الاحتمالات و تطبیقاتها 


ال ٤٦‏ ا 
اجریت مکالات هاتفية من خلال مشغل هواتف (بدالة) فى فترات زمنية 


عشوائية معدل آربع مکالات فی الدقيقة. إذا افترضنا أن هذه عملية بواسون فحدد 


۱ 
سے 


احتمال وجود 3 مکالات أو آکثر فى فترة زمنية مقدارها 15 ثانية . 


الحل 
ادا أخذنا الدقيقة كوحدة زمنية» عندئذ يكون لدينا 4 مكالمات فى الدقیقة؛ 
أي 4 مكالمات فى 60 ثانية؛ أي أن ۸=4. 


ہیں ہیں سر E‏ 
8 حيث إن 15 ثانية ھی ص تع فيقة , 


عندئذ تکون الوحدة الزمنية عا هي 2 -) »> ويكون معدل علد 


الکالات في فترة 15 ثانية هو 2 ×4 ؛ أي آن: 


۸ > 4 . 


سم | حل 


رر 6 
x‏ 
المطلوب هو حساب احتمال وجود 3 مكالمات أو أكثر فی 5 بائة: 

عکن کتایه هدا| اللاحتمال على الصورة : 


(وجود أقل من 3 مکالات في 15 Pb‏ | > | وجود 3 مکالات آو آکثر فی فترة زمنبة 5] ثانية )م 


وباستخدام الصيغة الرياضية لعملية بواسون = P(x; At)‏ 


(وجود 0 ,1 ,2 مکالات فى 15 ثانية)8 - 1 - 


7 > P(x; At) 


x=Û 


بعض التوزيعات الاحتمالية النفصلة e‏ 


3 


لت ےی 


راع ز 


2 
TT ۰‏ 
س مس ور نت 


0 x 


<[ - 091975 = 35 


۶,۷ ,۰ الداله المولدة للعزوم والتراکمات لتوزیع بو اسون 
يمكن إيجاد الدالة الولدة للعزوم حول الصفر (نقطة الاصل) لتوزیم بواسون 
کمایلی : 


M(D = E(e*) = ۶ 6۳ P(x; pu) 





x =) 
3-5 x 
€ 
۳ 5 پ‎ u ۱ 
x» (J X 


عکن اخصول على التو سمل والتباین کمایلی : 


A‏ نظرية الا حتمالات وتطبیقاتها 


u = E(X) - e 


و کذلك 


(e' - ۱(‏ ۳ ۱ ۱ 
"د سس اعد ( ار يم | 
E(x?) ۳‏ = وا 


پا ۱ سی خم و ےا م : ue‏ 


ومن ذلك یکون التباين هو : 
= ڈیر - کی جيم > *رلں) - یر = o‏ 


تعطى الدالة المولدة للتراكمات 680) أو الدالة التراكمية لتوزيع بواسون كمايلى : 


)1( = log, M(t) 


= p(e' -1( 
2 (3 ۳ 


۱ 17 ع : 
وحیث إن با معامل ج في ()× لجميع قيم + هو -(160» فان كل 


التراكمات في نوزیع بو اسون مساو ره 9 ل . 


بعض التوزيعات الاحتمالية المنفصلة FTO‏ 


مثال ٦ ٤,۷‏ 
اثبت الصيغة التالية لتوزیع بواسون (1 ;×)۴ 
dr,‏ ظ 
+m E‏ لا ۵٣‏ سے کس 


الحل 
من التعريف 
(x -m)"‏ كرح = P(x; m) . (x-m)'‏ = با 
تن x=0‏ )دي 


بالتفاضل بالنسبة إلى 10 نحصل على 














۱ عو E‏ ۳ و کی کٹ du. e” mn‏ 
(x-m)' ' +x )×( 2-6 (x-m)‏ د بك وج 
بضر ب الطرفين فی م والا ختصار نحصل علی 
ا ہپ ٢ی‏ من du.‏ 
mU (xam‏ و لگ Ml‏ - ۱ 


یل + ۳ 1 1 


du. 


dm 





r, I کس‎ TIM 


٩, ۵‏ نوزیع دي الحدين السالب 


۱,۵۰۱ متقدمبه 
رأينا فی تجربة ذى الحدين كيف أن عدد حالات النجاح متغیر وعدد الحاو لات 
ثابت» ولكن فى بعض التجارب يكون عدد حالات النجاح ايتا وعدد المحاولاات 


CT‏ نظرية الاحتمالات و تطیقاتها 


متغيرا من أجل الحصول على عدد ثابت من حالات النجاح. يسمى هذا النوع 
بتجارب ذي الحدين السالب (0100۳0181 ٥880۷ع0).‏ بعبارة أخرى» لتجربة ذى 
الحدين السالب الخواص التالية : 

( ) یکن أن تكون نواتج كل محاولة واحدة من اثنتين : نجاح وفشل . 

(ب) یبقی احتمال النجاح» ويرمز له بالرمز م» ثابتا لکل المحاولات . 

(ج) المحاولات المتتالية مستقلة . 

( د ) جری (أو تستمر) التجربة عدذا متغيرا من الرات حتی احصول على 
عدد معین أو محدد من حالات النجاح. 

إذا افترضنا أن ا متغیر العشوائی × عثل عدد الحاولات للحصول على عدد 
1 من حالاات النجاح في نجرية فى اديت السالب . یسمی × بمتغير ذی الحدين 
السالب» ودالة الاحتمال للمتغير العشواشی × تسمى دالة احتمال ذى ا حدین 
السالبد. عندما يأل التغیر العشوائی 26 في توریم ذي الحدين السالب القیمة 
× فان توزیم ذي الحدين السالب یعطی بالصيغة الرياضية التالية : 


سے ےک[ یڑ کت عي 1 


لدالة احتمال ذی الحدين السالب معلمتان هما 0,۲ ۰ ويرمز لهما بالرمز 
(م k,‏ :×)*تا. آخحذ توزیع ذي الحدين السالب التسمية من حقيقة أن 





P(X =x) = 


2:3 هو حد فى المفكوك ]۳ وان الا عبالات هت 


غ3 - ۲ بر ۷ 


0" 0 





٤+1, 1+2,‏ ا یا محاولة هی : 
+۱4 
5 رت ہو 
يسمى توزيع ذي الحدين السالب - أحيانًا - بتوزيع باسكال ۵1ع۳۵۵) 


distribution)‏ نسية للعالم الرياضى الفرنسى بليز باسكال (۳2۶62۱ :6181) فی 
الفترة (1623-1662). لتوزيع ذي الحدين السالب تطبيقات عديدة فى الظواهر 


بعض التوزيعات الاحتمالية المنفصلة CTY‏ 


الحدين . 


5 بناء توزيع دي الحدين السالب 

يمكن بناء الدالة الاحتمالية لتوزيع ذي الحدين السالب بطرق مختلفة. 
يعتمد أحد هذه الطرق على محاولات برنولى لإيجاد صيغة رياضية تمثل احتمال 
الحصول على » حالة نجاح فی × من الحاولات بشرط أن تتحقق التجربة فی 
المحاولة الأخيرة؛ أي يجب أن تكون حالة نجاح. يمكن الحصول على متتابعة 
نحتوي على kK‏ حالة جاح فى × من المحاولات الستقلة بشرط أن تكون منتهية 
بحالة نجاح کالتالی : 

FS‏ ہے FF‏ ۵ بی کت 
2-1 مین الرانت E-1‏ من ات 
ويكون احتمال النجاح فی المحاولة 70 مسبوقة بعدد (1-) حالة نجاح 


و(-6 حالة فشل هو 9*۴ کو ے و“ و "عم > وحیث ان الترتیب السابق 
ترتیب من ترتیبات مختلفة» ولدینا الرغبة فى ظهور تلك الحوادث بأى ترتیب» 


فإن عدد الترتيبات الممكنة لظهور ذلك هو 1 وتکون الضبغة الرياضية 


التى تمثل احتمال ظهور حالة النجاح طابر فى المحاولة اير هى : 


P(x=x)=( F-1 | “م‎ a7" , Xak, 161 و‎ 


مثال ۱ , ۵ ,1 


يرمى شخص زوجا من حجر ال ما احتمال حصوله علی مجموع 7 
للمرة الثانية فى الرمية الثامنة؟ 


CTA‏ نظرية الاحتمالات وتطیقاتها 


الحل 
احتمال حصول الشخص على مجموع 7 في جربة رمي زهرتی نرد هو 
1 


6 ۱ ع ظ ار ل اخ ؟ / 
م > ج ؛ أي أن احتمال النجاح 00 يساوي ۳3 ای ان ھا رن وحیت 


إن عدد حالات النجاح ثابت. يمكن أن نستخدم توزيع ذي الحدين السالب عندما 
2 < و 28 الذي يكون على الصورة التالية : 


3 2 :8٭ا ہ. Kp)‏ :)9۴ 


مثال ۲ 8 

رمی کل من ثلاثة أشخاص قطعة نقود معدنية . اتفق الثلائة على أن الشخص 
الشاد ا الاد یدفع قيمة مشروب الشاي لهم عند أول زيارة لمقهى الكلية. إذا 
ظهر على كل القطع المعدنية صور أو ظهر على كلها كتابة فإنه لابد من إعادة عملية 
الرمی مرة ثانیةء ... وهكذا. فما احتمال التوصل إلى قرار فيما بينهم فى 5 
رميات أو أقل؟ 


الحل 
للتوصل إلى نتيجة الرهان أو القرار فى أي محاولة فإنه يجب أن ينتج عن 
جميع القطع المعدنية صورتان وكتابة أو كتابتان وصو ره. عکن حساب احتمال هله 


بعض التوزیعات الا حتماليه النفصله 2 


چ ما )22 = (1 ,۶)2۳ = (ظهور صورتين وكتابة )۴ 
چ )2)3 1 = (27 ,۶)۳8 = (ظهور صورة وکتابتین )۳ 
ویکون احتمال التوصل إلى القرار هو 0.75 5 کا 


نحسب احتمال الصول على الاتفاق آر القرار کی 5 رمیات أو أقل» وهذا مگ 
تحديده بواسطة توزیع ذي الحدين السالب» حیث إن 5 ک× :0.75 - م ,1 < 1. 


عندول 


2 





۳) > 5( = ۴۰ 0 75(*)0.25(*-* , k= 1 
- 0.75 + 01875 + 0.0469 + 9 
- 0 


٦٦٣‏ حواص توزیع دي الحدین السالب 
من ا لخواص المهمة لتوزيع ذی الحدين السالب مایلی : 
42 ) مجموع الاحتمالات يساوي واحدا. 


البرهان 
لإثبات أن مجموع احتمالات توزيع ذي الحدين السالب 


, 1 +12 , عا دع , “عو ام | £21( = زم b*(x:‏ 


° نظریه الاحتمالات وتطبیقاتها 


2,b*(x; 1, p) = وان‎ ۳ q** , (x=k, k+1,...) 


نفرص أن -k‏ ×= ل ویکون مجموع الاحتمالاات هو : 


ظعي ۳ 
01۱2 ع ئا 9 225 ام = او ام | ی ۷ 





۷ - 0 ۷ > 0 
k - 1 ۹ k + 1 
ele |47 + 
k(k+1) 
k 2 
= 0* )1-¶(* 
= 0۴.۴ = 1 


(ب) متوسط توزیع ذي الحدين السالب أقل من تباینه. 
تعطی الدالة الولدة للعزوم حول الصفر في توزیع ذي الحدين السالب کالتالی : 


نام × اد ان 


u() =E(e*) = p* >| 





p٣ کے لا‎ ! | (qe) 


x ع‎ )( 


* ('عن - 1) *م 


الآن باستخدام الدالة المولدة للعزوم نحصل على المتوسط التالی : 


بعض التوزیعات الاحتمالية التفصلة 28 


۱ ۱ 0 M(t) ۱ ۱ ۱-1 - [ 
E(x) ۔‎ MO | (':٭(دو-1) مود ا] سے‎ 
= p'.k.q(1 -q)* 
= k.q.p“.q* 7 = kp 
0 


وكذلك للحصول على التباين 5)3(|2] - E)×7(‏ = 02 نلاحظ أن : 





2 
(×) ظ‎ O 


1-qe') ۳*۵‏ 1+1 )0۲.1 + “> ( ۱-06 او "ما 


p*.k.q(1-q)*' + p".k(k+1).q(1-q)* 


kq , k(k+1).qُ 


0 8 
عندئذ يكون التباين 


_ kq , 1ك‎ 2۲ 
۲ 0 0 


و - kq‏ + و۱ +وص _ 
2 


۲۳ 
_ kKq(p+q) _ kq 


0 8 


۳۲ نظرية الاحتمالات وتطبيقاتها 


ومن ذلك نلاحظ أن التباین فى توزیم دی الحدين السالب اکپ عن التو سط وذلك 
لآن : 
k kq‏ 


لا ٍِ e‏ 1 1 3 5 
و سب یق گم ۴ 


(جح) یکون نوزیع دی ا حدین السالب دائمًا توزیعا مو جب الالتواء. 


۷ 5 التوزیم الهندسي 


۲ ,ةا مقدمة 

عندما تكون التجربة عبارة عن محاولات مستقلة واحتمال النجاح ص 
وتتكرر المحاولات حتى الحصول على أول حالة جاح فان التجربة تسمى تجربة 
هندسية . بعبارة آخحری؛ للتجربة الهندسية (عذناء0:معع) الخواص التالية : 

رآ ) يجب أن تكون نواتج کل محاولة واحدة من اثنتين : نجاح» وفشل . 

(ب) یبقی احتمال النجاح م ابتا لکل الحاولات . 

(ج) جمیم الحاولات المتتالية مستقلة . 

( د ) تتکرر التجربة عددا متغيرا من الرات حتی يمكن ا لحصول على أول 
حالة نجاح . 

إذا كان 26 عثل عدد الحاولات التطلبة للحصول على آول حالة جاح فان 
× یسمی متغيرا عشوائيا هندسیا (016ه۷۵۲ )geometric random‏ وبدالة احتمال أو 
توزیع هندسی بعلمة واحدة ۰0 ویرمز آحیانا لدالة الكثافة الهندسية بالرمز (:5) . 

آخذ التوزیم الهندسی تسمیته من حقيقة أن حدوده التتالية تشکل متسلسلة 
هندسیه . حيث إن التغیر العشوائی الهندسی عثل الدة التی يجب انتظارها للحصول 
علی آول تجاح فیس أحيانا الشثير العشوائي او الانتظار (waiting‏ 
random variable)‏ 0 نا. عکن ملاحظة أن التو زیم الهندسی عثل حاله خاصة 
من توزيع ذي الحدين السالب عندما تکون 1= ». 


بعض التو زیعات الا حتمالبة المنفصلة TT‏ 


٩, ۲‏ ,1 بناء التوزيع الهندسي 

إذا کان التغیر العشوائى × عثل عدد الحاولات الطلوبة حتى الحصول على 
أول حالة جاح (SUCCESS)‏ فتکون قیم × هي ....1,2.3. وحيث إن ×=× ادا وإذا 
فقطء كانت الحاولات ال 1+ الأولى فاشلة والمحاولة × ناجحة فی متتابعة من 
الحاولات البرتولية» فان التوزيع الاحتمالى للمتغير العشوائی × يعطى بالعلاقة: 

۳) سل( س‎ 0" EK 

وهذا عثل التوزيع الاحتمالی : 
O (‏ 2 )۳. 
(ب) مجموع الاحتمالات يساوي واحد. أي آن: 


(۳) =x) = pb + pq + q*p + مث(‎ +... 
x= | 

= p(1 +q+q? + ...( 

و 1) م اس 

= pp" < 1 


مثال ۱ ا ٩,‏ 
إذا كان احتمال تصدیق خبر معین هو 0.25 فأوجد احتمال آن: 
( أ ) الشخص السادس هو آول الصدقین للخر. 
(ب) الشخص الثانی عشر هو رابع الصدقين للخبر . 


الحل 
نفرض أن × عثل رقم الشخص السامع للخبر» ویکون رقم الشخص الصدق 
للخبر هو عبارة عن حالة النجاح . 
)١(‏ حيث إن الشخص السادس هو آول الصدفین للخبرء فان آول حالة 
جاح توجد في المحاولة السادسة. والتوزیم الهندسی عند 6< و 0-2025 هو: 


وا نظرية الاحتمالات و تطبیقاتها 


مو او = (X = x)‏ م 


وبالتعویض بقيمتي 8,۸ نحصل على 


(X= 6( = (0.75) )0.25(‏ م 


(ب) حيث إن الشخص الثاني عشر یسمع ابر وسیکون رابع الصدقین له 
وهذا يعني أن حالة النجاح الرابعة توجد في الحاولة رقم 12ء أي أن توزیم ذي الحدين 
السالب عند ۶4,۶<12<, 0.25 - م هو المطلوب . 


فی هده الحالة نکب 
۳ 1 - 
b*(x k, 0( ٩ ١‏ 
بالتعویض بقيم «,1.م نحصل على 
4 - 12 14 لعش | موي سی 
(0.75) (0.25) | و ۱ = (0.25 ,4 :12)*م 


9 ۲ 2 )3( 


165 . 1 


زا سس ہے 
سیت 6 . 256 


٣۳‏ المتوسط والتباين للتوزيع الھندسی 
یعطی التوسط والتباین للتوزیع الهندسی بالعلاقتین : 


اتات ذلك افرض آن للمتغیر العشرانی ٭ توزیعا س بدالة احتمال 
"۳ - (م:*)8. من تعریف التوقع الرياضي ودالة توزیع الاحتمال الهندسية 


بعض التوزيعات الاحتمالية التفصلة A‏ 


يكون الو سط هو : 


3 


د مك ا ا اس رھ ی - (0 :داع « ,2 


[ )ا 


j = E(X) 


1 


4q*p + ...‏ +3020 + م20 + م 
2q + 3ً + 4٩° + ...(‏ +1)م - 


0 )1-9(* = pp” = 


1 
م 


وكذلك يمكن الحصول على التباين 02 باستخدام العلاقة 
نجد أولا القيمة المتوقعة للمتغير ”× كمايلى : 


و او 2و ۓ ہے [ ۳2۶ 


xX »» | 
= م‎ +2 qp + 20و32‎ + 4q? p + ... 
= م‎ (1 + 4q +9q* + 169۳ + ...( 


لٹ و 3و6 + 32 دواع „J‏ + ?#10 6 وچ + 1( p‏ - 
[0)1-9(3و+ 1-9(2)]م = 


۹ 1 
لس لے سس 
0 0 


٦ءء‏ نظر ية الاحتمالات و تطبیقاتها 


ومن ذلك یکون التباين للتوزيع الهندسي هو : 


5 4-1 - 
0 01 0 01 


5 ا لاله المولدة للعزوم حول الصفر للتوزیع الهندسي 
يمكن احصول على الدالة الو لدة للعزوم (mgf)‏ حول الصفر للتوزیع الهندسی 
من تعريف الدالة المولدة للعزوم» وتعريف التوقع الرياضي للتوزيع الهندسي 
تک 


۱) = 6۳ ( 


Aj‏ جا ج مومع ۱و فرط 
x» - |‏ 


x = | 


060 1 + qe' + (qe')” + 


pe' (1 -qe') 


1 
qe’ > 1‏ ۲ گے ب 


1 - 6 





لاشتقاق الدالة المولدة للعزوم نكتبها على الصورة : 
ق ") - سب - MO)‏ 


تكون المشتقة الأولى للدالة» () 1۷۲ ۰ هي : 


۷۲) = pe "(e "-q) " 


بعض التوزیعات الاحتمالية المنفصلة TY‏ 


والمشتشّة الثائبة» 0) "1۷ ون : 


2۔ 


M(t) = 20 672 (e"-q) ” - pe "(e -q) 


E(X) - p (1-4)? = pp? => 
E(X”) = 2p (1-q)” -p(1-q) 
سے‎ 2 
م ثم‎ 





2 

P ۷‏ ثم 

پر ا 
ظط و 


وهذه طريقة آخری لایجاد التوسط والتباین للتوزيع الھندسی؛ وهی طریقة 
لدالة الولدة للعزوم. 


۷ التوزیع متعدد الحدود (کثیر الحدود) 
۱ مقلمة 

تصبح تجربة ذي الحدين جربة متعددة الحدود (لهنصمصنال) فى حالة ما إذا 
دات جودة جيدة» ومتوسطه احودة وقلبلة اخودة. كما مک آن تکون نتيجة 


TA‏ نظرية الاحتمالات وتطبیقاتها 


الحادث فی الطریق : بدون جروحء آو بجروح متو سطة أو بجروح مضاعفت أو 
بجروح ووفیات . للتجربة متعددة احدود ا خواص التالية : 
( أ ) يمكن تصنیف نواتج كل محاولة إلى واحدة منK‏ من الطوائف التنافية 
گا ہے تا تھا 
(ب) یبقی احتمال الناتج "1 هو رم ثابتاء ولذلك 1 > ار . 
(ج) جمیع الحاولات التتالية مستقلة. 
( د) تتکرر التجربة لعدد ثابت من الرات ولیکن 2. 


۲ , بناء توزیع متعدد الحدود 

إذا أجريت تجربة ۰ مرةء فان واحدً من الترتیبات» الذی عکن أن تظهر فيه 
رتا لد امن اِلراكٹء تا عة ولا هن الات رجا بت جلد × 
من الرات حیث إن 2۷ ,۲ + ںی + 2 + یلا هو : 


Ca,‏ بع meles‏ وت نايهن با 
تا من الرات ولا من الرات ۱ من الرات 
واحتمال ظهور ذلك باستخدام قانون الضرب الاحتمالی هو : 
P| P| P2 ۰.۰ ۳2 -... Py ۰.۰ 8‏ 


پل را اف ات و من الرات ,* من الرات 
من اللاحظ أن هذا الع تیب هو آحد التر تبات الختلفف ورغبتنا فی ظهور حوادث 
تکون بأي ترتیب» ویکون عدد الترتیبات المکنة لظهور ذلك هو : 


n 5 n! 
۸ X2, ا‎ Xk آ۴‎ ۴1 7 X 


وتكون دالة الاحتمال متعددة الحدود )multinomial density function)‏ هی : 


01 5 ۲ 
P(X یک مس مرس‎ =X) = TTT (P1 )* ۳ 


۱ 
و 


۴ 


۲ 2 11)" 


| ع ۱ 
۱ 
×1] 





وهذا هو التوزیع الا حتمالی متعدد ا حدود أو كثيرهاء وآخذ التسمية من 
حقیقة أن الاحتمالات متناظرة الحدود فى مفکوك تس لاد (کتیر) الود 
"ليق+ (Fı + 02 Fe‏ 
عکن إثبات أن متو سط مرکبات التوزیع متعدد الحدود وتاینها هما: 
E(X;) > np;‏ 


Var(X; ) = np;q; 


عندما تکون 1-2 فان التوزیع متعدد ا حدود يصبح توزيعا خاصا هو نوزیع دي 
الحدين» وبذلك يمكن القول أن توزیع ذي الحدين هو حالة خاصة من التوزيع 
متولد الحدود ل( قفو احدود) . 


مثال ۱ , ۷ ٩,‏ 
یحتوی صندوق على 5 كرات حمراء» و 4 كرات بیضاء» و 3 كرات زرقاء. 
سحبت عینة مكونة من 6 كرات مع الاحلال؛ أي أن كل كرة تعاد قبل أن تتم عملية 
السحب التالية . أوجد احتمال أن تكون الكرات المسحوبة هی 3 حمراء 2 بيضاء 

وواحدة زرقاء. 


الحل 
افرص أن نو مھ ۸ عثل الکر ات ا لحمرای و السضاء والزرقاء ا 
التوالی» تلل یکون : 


) ۰ 


pı = P(X, - 5( - 
4 

ےس وک ار و 
3 


n! 8‏ 
ں ول حسمي ور و يتيده یی و نے 





:)11 ۳۳ ے 55 
11,۱ 


]| ع | 


بالتعويض بقيم وط P2,‏ , ,0 ,2 + نحصل على : 


25 3۱۲ 15/4 5 6 ےج 
4 - 5-5 3 اح | X4 -1( - TT‏ .2 - ول ,3 - x‏ 


وکن ن 


بعض النوزیعات الاحتمالية المتصلة 


© مقدمة © التوزيع المنتظم © التوزيع الأسی © توزيعا 
جاما وبيتا © التوزيع الطبيعي © تمارين 


۱ ند 

سوف نتعرض فی هذا الفضل لبعض التوزيعات الاحتمالية المتصله التی یکشر 
استخدامها فی كثير من التطبيقات العملية . من هذه التوزيعات الاحتمالية المتصلةء 
التوزيع الطبيعي وهو من أهم التوزيعات التى يكثر استعمالها في بناء النماذج وفي 
حل كثر من المسائل والمعضلات فی كل من نظرية الاحتمال والاستدلال الریاضی . 
بالإضافة إلى ذلك ندرس التوزيع المنتظم والتوزيع الأسى وتوزيعى جاما وبیتا. 
يحتوي هذا الفصل كذلك على تقريب التوزيع الطبيعي لتوزيع بواسون وتوزيع 
کے سین 


۲ التوزیع المنتظم (المستطيل) 

يقال إن دالة الکثافة للمتغیر العشوائی المتصل × منتظمة عندما یکون بين 
نقاط النهاية» أي فترتین جزئیتین متساویتین فی الطول وتحتویان على المتغیر × 
الاحتمالية هی : 


ال نظرية الاحتمالات وتطبيقاتها 


T(x} 


زو ۰ ) رد 





الشکل رقم (۱, ۷). دالة كثافة التوزیع المنتظم. 


1 
9 - 2 





, 2 > ٭×‎ Sb 
(xX) = 


خلاف ذلك , 0 
انتظامها على الفترة [2,۳] و 0 في غير ذلك. يسمى التوزيع المنتظم أيضاً 
التو زيع المستطیل (01100ا15ا5زل مةاناعصماءع:) وذلك لأن احتماله الكلى هو عبارة 


. دالة 





عن حتطقة مستطيلة الشگل قاع ا نسارف 8-9 رفاس !أ 
۱ 2 - 9 





بعض التوزیعات الاحتمالية المتصلة TEA‏ 


۱ خواص التوزيع المنتظم 
إذا كان للمتغیر العشوائی × توزیع منتظم على الفترة [9 ,] فان من تعریف 
التوقع الریاضی للمتغیر العشوائی نحصل على : 


5)۶ 


= 
|| 





|| 
> 
ورس ۱ 

بن 

س 

١ د‎ 

دم 
بل 
سے 


a+b‏ 7 ںہ و 


2(b - a) 2 





ویعنی هذا أن التوقع الریاضی (×)۴ فى التوزيع المنتظم هو مركز الفترة [3,6] أو 
متوسط حدود نفس الفترة» وكذلك يمكن إيجاد (*۳)26 كما یلی: 








b 
چا‎ 7 
E(X*) = | x d 
(X*) ۰ بس‎ 
5 و + جاج + تا 5 توب خم‎ 
3) - a) 3 


وحيث إن التباین يعطى بالعلاقة 
Var(X) = E(x?) - | E(X)|‏ 
فان التباين للتوزيع المنتظم هو : 


a? + +وه‎ 2 (a+b)” _(b-a) 


3 1 12 


من تعريئف الدالة المولدة للعزوم نتحصل على الدالة المولدة للعزوم للتوزيع 
المتتظيى كما يلى : 





Var(X) = 


2 نظرية الاحتمالات وتطیقاتها 





M(t) = E(e'*) = | ۴ 1 dx 


ام _ انام 


(b-a)t 


كحالة خاصة» إذا وضعنا 1= ا ,0 <2 ([1 ,0]> [2,5]) فقد نحصل على 
متغير عشوائي ذي توزيع منتظم فی الفترة [0,1] ویکون عر مه الرائی حول الصفر 
(نقطة اللأصل) هو : 


ديد | 


1 r+ | ۱ 1 
|۔ رت‎ ۷ dx E REY د ہے‎ 
2 0 اہ‎ r + | 


۳ ۷ التوزيع الأسى 
يقال ان للمتغير العشوائى × توزیعا آسبا (آەناہہ ہہ ہ) ذا معلمة 2 إذا كانت 
دالة کثافته الاحتمالية تعطی بالعلاقة التالية : 
لجع شوج 
ا = f(x)‏ 
خلاف ذلك , 0 
حيث إن 0 < ۸. 
یمکن كتابة دالة كثافة الاحتمال للتوزیع الاسی آیضا على الصورة التالية : 
0 1 
8 
x> Û‏ 1 © سس 
تا 0-1 
خلاف ذلك , 0 


تعطى دالة التوزيع لمتغير عشوائي آسی كما یلی : 


بعض التوزیعات الاحتمالية المتصلة ۵ ۶ : 


تو ری ا ناو | FOO < ۳)2 EX) - | ۸ 6۰ * dt‏ 
۰ : 0 


أي أنه يمكن كتابة (×) على الصورة التالية : 


چ یہ 1 
F(x) =‏ 


خلاف ذلك , 0 
كما يمكن الحصول على الاحتمال التالی : 


۳0۳۴ 5 ( = LPS S3) 


5م 1-11 ے 


لے ہے کل .۱ 


|| 


۱ خواص التوزيع الأسي 
من خواص التوزيع الأسى ذي معلمة ۸ مايلى : 
)١(‏ المساحة الكلية تحت المنحنی تساوی واحدا؛ أى أن المساحة 
هي 
dx ER .‏ “تدج dx = 1 A‏ | 
0 ص 
وهذا يعنى أن (×)۴ دالة كثافة احتمال» وهو شرط أساسى لی دالة كثافة 
احتمال . ۱ 
(ب) یمکن إيجاد المتوسط والانحراف المعياري للتوزیع الاسی كما یلی : 
من تعریف التوقع الریاضی لمتغیر عشوائی نحصل على : 


E(A و۱‎ | To) 01۴ = | 5 KE وق‎ 


ارہ سے 


۵:1 نظرية الا حتمالات وتطبیقاتھا 


باست‌خدام قانون التكامل بالتجزيء vdu‏ | - بان - uav‏ | وبفرض أن 
عن dv = € dx‏ فان dx‏ دبل , ۴٥۰س‏ ۷. 


و بذلك یکون : 


۱ ۷ 2. 672۳ dx = |× ۴ج ۱ ت 7ا و‎ dx 
0 ۱ 10 





وكذللك یمکننا ایجاد (*۳)26 كما یلی : 


5)2 - | ۷2 2 سی‎ ٠ 
10 


بت 


۹ ۳ عم‎ | + | 2x ۸ dx 
0 


2 مایت 


ومن علافه التباین 
o? = Var(X) = E(X?) - | 7‏ 
تحصل علی تباین التوزیع الا سی کما یلی : 


ات A‏ اس این 
و | Var(X) = o ET‏ 


بعض التوزيعات الا حتمالیه المتصلة ۷ 


۳ 7 1 اس و سے قد 1 
(ج) التوزيع الأسى شذید الا لتواء . 
( د )يمكن الحصول على الدالة المولدة للعزوم كما يلى : 


M(t) = ۱ ضام بي | 2 وی نز کج‎ dx 
0 0 


2 ۳۰۶ ۶()-۸)- 
پاے_ رر کے سے کا سے 
تفا 1 - ۸ ۱ ۲ - ۸ 





مثال ۱ ,۳ , ۷ 

إذا كان × متغیر! عشوائيًا یمثل مدة مكالمة هاتفية وله توزيع آسی متوسطه 3 
دقائق » فما احتمال أن تستغرق المکالمة التليفونية : 

(1) آکثر من 3 دقائق؟ 

(ب) آکثر من 5 دفائق؟ 


الحل 
ا ے ۔ 5 / 1 + 1 
حيث إن المتوسط هو 3ء فيكون في التوزيع الاسي ج =۸ , 3- -: 


( أ ) احتمال أن تكون مدة المكالمة | 


۱ 





تلیفونیة أكثر من 3 دقائق هو: 


PIX >53) 


|| 
: ایس 
4 
Cp 0‏ 
مج | دب 
نس 
کس 
|| 
٠‏ ضس شس 
نا 
سز | تنا 


9 ۔ ام 


(ب) احتمال أن تكون مدة المكالمة التلیفونیة آکثر من 5 دقائق هو : 


C۸‏ نظرية الاحتمالات و تطقاتها 


P(X>3) 





4 , ۷ توزيعا حاما وبيتا 
أخذ توزیعا جاما وبیتا هذه التسمية من الدوال الخاصة المعر وفة بدوال جاما 
وتا و هده الدو ال بوّدي دور مهما فی نظرية الا حتمالات والر یاضیات ویکو ن 


gamma functions)‏ 300 عاع0)_ وبعض خواصها الر ثيسة أو الآساسة. 


١‏ , 5 ,لا دالة حاما 
دالة جاما لأي عدد 2<0 » ويرمز لها بالرمز (168 » وتعرف كما يلى : 
dx‏ “ع ۳۲ | = r(n)‏ 
0 
نستطيع أن نعطی معنی او تقسی" آخر لدالة جاما (0)] ودلك من خلال إثبات 
صحة العلاقة : 
T'(n+1) = n!‏ 
من التعريف نجد آن: 
الع و ê‏ | = (۲)0+۱ 
0 
باستخدام فانون التجزيء للتكامل vdu‏ | - بان - uv‏ | وبوصع x"‏ = رں 
dv - 6۳ d×‏ فان !"رمد du‏ 6۳ -- ۷. 


بعض التو زیعات الاحتمالية المتصلة ۹ 1 / 





| 
ہے 
ھا 


ويمكن أيضاً إیجاد التکامل وی 6۴ E‏ بواسطة التجزيء مرة أخرى كما 


يلي : 


ق8 ہے 2 1 + ات 1-1 درا عق ام [-1 ۲ 
لسر IF‏ ب" ۲د ۳ ۷ ۳ 
(n-1) T(n-1)‏ = 
اذا كانت ہ عدد ا صحيحًا موجبّاء فان تکر ار تطبيق العلاقة (1-) 1 (2-1) = (ظ)۲ 


یؤدی إلى : 
(2-1(1)8-1) = (1)2 


ALAF ... 3 . 2 , ۲)1( 


اذا و ضعنا 0د تجد آن؛ 


ام - ]0 ۵ = (1 )۲ 


۵۰ ۶ نظر یه الا حتمالات و تطسقاتها 


ادن 0 < 3.2.1 ... (2-ه)(1-م)مء (1+) ] 


اذا و ضعنا تپ << و العلاقة ات( عزج ۸م 5-1 - ) 1 بانتا نحصل يل . 
ادا و 2-3 في فه التالية × ¢ (0) 1. فا علی 
وھ کچ اھ | = ۲ 

0 


وهذه صورة آخری من صور دالة حاما ]. 
إذا وضعنا 25 فى الصورة 4۷ چ ۷2۳۱ | = (100 نجد آن: 
2 2 / 
dy - VT‏ اي - بول ۷م |2 - 10 
سر 9 2 
۲ , ۶ ,۷ داله بیتا 
تعرف دالة بيتا لأى عددين موجبين 00,0 ویرمز لها بالرمز (28)13,0 كما يلى : 


1 
0= وی او و dk‏ 12۳ كدي | = B(m, n)‏ 
0 


1 
عندما تکون ۳-۶۳-۶1 فان d=]‏ (-1) تج | -۱۱ سط اط 
0 / 


ادا وضعنا × - 1 > 2 سد أن > 
B(m, n) = 1 )1-2(۳ ۰ 2۳ dz‏ 
۱ 
۱ 
رن آ2 1 ۱ ف 
0 
B(n, m)‏ = 


وهذا يعنى أنه يمكن تبادل المواقع بالنسبة للثابتين ,8 فى دالة بيتا؛ أي أن: 
B(m, n) = B(n, m)‏ 


بعض التوزیعات الا حتمالية المتصلة ۱ ۶ 


وتعبارة آخحری» تقول إن دالة 8 متمائلة بالنسية لمعلمتین 
إذا وضعنا 81020 = ×» فانہ ینتج بن ذلك 0 ٥٥ء‏ 25100 = ل ء وبالتعویض فى 


(2 ,3۳ تحصل علی : 





B(m, n) - وري اه‎ ۳۱ cos™ "ê 0 


وبوضم 5 "=٥‏ نجد آن: 


۲ 1 ES 
آ23 سات ےچ‎ 80 - 
کے ا‎ ۱ ۱ 


. 1 1 1 1 
ادا ,ضعا ل سح < فان 7ل لل ح d>‏ : گت تی ۲ 
و ادا وص 1 × + شال 1 ۱ 1( «dX‏ وبذلك پمک بعریف 


الدالة (« ,360 كما یلی : 


1 ]1- j 
۴ ) 10, n) = مس تست‎ 
۱ (1 + ۳ء2‎ 
0 
: یمکن ملاحظة أن دالة جاما وبیتا ترتبط إحداهما بالأخرى بالعلاقات الرياضية التالیة‎ 


] )۱( . T(n) 


۱ m,n < 0 
T(m+n) 


B(m, n) = 


32 نظرية الاحتمالات وتطبیقاتها 


اعت 
۱ 
x 7 dx ۲‏ “دح 
0 


۷,۲۴۳ توزیع جاما 


يقال إن للمتغیر العشوائی المتصل × توزیم جاما بمعلمة 0 <" إذا كانت 
دالته الاحتمالية هی : 





KG GE, USC 





خلاف ذلك , 0 


معلمه متغير جاما ص» ويرمز له عادة بالرمز (97)12. 


4 3 ۷ حواص توزیم جاما 
نو رد فيما یلی عد دا من خو اص نوزیع حاما المهمة. 
١‏ - پساوی متو سط وتباین نوزیع جاما المعلمة ص؛ اي أن : 


× ])×( 


تن د 


EX) =‏ عدا 





عون “تم ا6ا ۱ xX.‏ 
(ہ)] 
7 





| 
۹ - 
pe)‏ 
ها 2 
ع 
3 
ا 
یس 
بت 
سم 





بعض التوزيعات الاحتمالية المتصلة tor‏ 


وكذلك من علاقة التباین 8)76(|2] - (8)32 = (۷2۲)26 نجد آولا 





E(X7) = ع‎ 3 x E dk 
0 


T(m+2) 
] (m) 





m(m+1 ) 


ومن ذلك نحصل على Var(X) = o* = m(m+1) - 212 =٣‏ 
كثافة احتمال. 


۳- الدالة المولدة للعزوم حول الصفر لا 





تخیر × في توزیع جاما تعطی كالتالى : 





نفرض آن() - 1 = cu‏ ومنه لگ = يرق وبالتعویض فى 10 نحصل على : 


: ۵ نظریه الاحتمالات وتطبیقاتها 





0- 0 1 1 1 
du‏ ”ع ]تست ات 
)1 2 7 1) 


ie. 8ا‎ Î 


بتفاضل الدالة المولدة للعزوم ()24 عدد + مرة بالنسبة إلى ۱ ومن ثم وضم 
0 -1 نجد آن: 


m(m+1) ... (m+r-1)‏ = نر 
0 = ول 
m(m+1)‏ = من 
من ذلك یکون 112 ?)ل - رام = رلا 
وهکذا بالنسبة لبقية العزوم الأخرى. 
4 - الدالة المولدة للتراكمات حول الصفر فى توزيع جاما هى : 


K(t) = log M(t) = -m log(1 -t) 
2 قي‎ 


n (r-1)! 


بعض التو زیعات الا حتمالية المتصلة ۵ ۵ ۶ 


m= 1 





الشكل رقم (۲ , ۷). 


ویکون التراکم الرائی هو =m )۲-1(۲ =m I(r)‏ . 16 . 

0- إذا كان 1<" فانه لمنحنی الدالة (10 في توزيع جاما منوالا عند 
۱ ء وإذا كان 2 < ص فانه یمس المحور × عند نقطة الاصل . 

: دالة التوزیم (۳۵ هی‎ -٦ 


تسمی آیضا دالة جاما الناقصه أو غير الکاملة (incomplete gamma function)‏ . 
وقد قام کارل بیرسون (۳۵۵/500 16۵71) بعمل جدول لقیم هذا التوزیع . 

۷- مجموع توزيعين مستقلين في توزيعات جاما بمعلمتين 10,2 هو توزيع 
جاما بمعلمة (72+0). 


۵ , ,۷ النوع الأول من توزیع بیتا 
إذا كان للمتغیر العشوائی لمتصل × توزیع بیتا بمعلمتین ",۲0 و کانت 
دالته الاحتمالية معطاة بالعلاقة : 





لات یک و FERSÎ‏ باب 


f) = B(m, n) 
0 ۱ خلاف ذلك‎ 


یعرف هذ ا التوزیع بالنوع الأول من تسوزیع بيتا أو توزيع بيتا 
الأول ومتغیر بیتا (۷۵21۵016 02ع0) من النوع الاول ویرمز له بالرمز (8 ما 


٦‏ , ۷ خواص الدالة بيتا من النوع الأول 
الخواص الرئيسة لتوزيع بيتا (2 ,”)8 من النوع الأول هی : 
١‏ - المساحة الكلية تحت منحنی الدالة (×)۴ تساوي واحدا . 
۸ يمكن حساب المتو سط والتباین لهدا التوزیع کما فان 








ع "OS™"‏ 39 ۳ يج | - 5 
dx‏ امیس" B(m‏ ۳ > 
5 . ر EMEL}‏ . 
+ 5 سید 


بعض التو زیعات الاحتمالية المتصلة ۷ ۶ 





وق گے ري[ ) ادا = E(X*)‏ 





1 
5 ۱ 1 ۱ +1 10 dx 
0 





B(m, n) 
_ B(m+2,n) ٠ m(m+1) 
` B(m,n)  _ (m+n)(m+n-1) 
تحصل على‎ 
15 m(m+1) : 1۳0 |] سس‎ 
(m+n)(m++n-1) أ‎ m+n (m+n) (m+n-1) 


۳- العزم الرائي حول الصفر فی توزيع بیتا هو : 


1 
لا‎ = E(X') | TR (TR) GK 
0 


B(m+r, n) T(m+r)  T(m+n) 


:سس جٹ“أ'ٹپ۳ سلستل”إ-”شیشسسسسکھنکھ ۹اک۹ و ضضم 


B(m, n) T(m) ۰ T(m+r+n) 


m(m+1) ... (m+r-1) 
(m+n )(m+n+1) ... (m+n+r-1 ) 


يمكن ملاحظة آنه للدالة المولدة للعزوم لهذا التوزيع صورة رياضية معقدة . 
-٤‏ دالة التوزيع (۴)۸ لهذا التوزيع تعطى كما يلى : 


0۸ نظرية الاحتمالات و تطبیقاتها 
(1 و . 0 
B(m, n)‏ 


عق و حق اد حي سے ۲۳ | = E(x)‏ 


1 خر 20 1 


وتسمى (*)1 بدالة بیتا الناقصة (incomplete beta function)‏ . 
0 يمكن توضيح شكل توزيع بيتا عندما 4=" ,3 -8 بالشكل التالى : 





الشکل رقم (۳, ۷). دالة كنافة تا 


1-إذا كان کل من 1< ,ہہ فان لتوزيع پیتا من هذا النوع منوالا أو قمة 

m - 1‏ 
2 - 11 + 111 
(مستطيلا) على الفترة (1 ,0). إذا كانت 2<" فان منحنی الدالة (×)] فى هذا 


التوزیم یمس محور × عند النقطه 0< . 


َك با ) و ادا كانت | > m =n‏ فانه یصبح التوزیم توزیعا منتظما 


٤.‏ النوع الثاني من توزیع بيتا 
يقال إن للمتغير العشوائی المتصل × توزيع بيتا من النوع الثانى بمعلمتين 


بعض التوزيعات الاحتمالية المتصلة 0۹ 


۴ إذا كانت له دالة الكثافة الاحتمالية : 


101-1 1 
32 و لا ECC‏ بر میس ٘ 


f(x) - B(m, n) 1 


حلاف ذلك ۱ 0 


متغير بیتا من النوع الثاني (0هف! ۵004 - عاطدنة؟ هاء8) یرمز له بالرمز (ھ :)ر6 . 


۸ خواص الدالة بيتا من النوع الثاني 
نذکر فیما يلي آهم خواص النوع الثاني من دوال بیتا (5 ,82)53. 
( أ ) المساحة الكلية تحت المنحنی ()1 - لا تساوي واحدا؛ أي آن: 


وهب +ع _ لد ]۳0 ۱ 
0 پ4( n)‏ )8 0 
0 


۱ ۱ 1 ۱ 
افرض أن 01 و ميك علي 4 م وبالتعویض نحصل على : 


1 
1[ ے ا-0 ارب ۲-1 BE‏ سا ۱ تت م 
اد 9 ۲ B(m, n)‏ |= ۱ 
0 


وهو شرط آساسی لای دالة كثافة احتمالية . 


١۰‏ نظرية الاحتمالات وتطبيقاتها 


بوضع ‏ = ×+ | نحصل على 


1 
3 8 5)7) 7 م 21 1 1- 1+۲ 7 سے‎ dz , 2 - 1 - لا‎ 
١ B(m, ۵٥ 


(-0+۲:.0ل)ظ5 _ 


B(m, n) 


_ mM (m-D ور (1- +ج+ھ)۔‎ 


" وسھآتنآے الا ول سيم 
۳- ادا كانت 1<ت فان للتوزیع قمة (منوال) عند نے وادا كانت 


[ + 
1=" فان التوزیع الطبيعي یاخذ الشکل [. 
حالة 2 < ۲ . 


۵- إذا كانت 2 >8 > 1 فان منحنی الدالة («)1 يمس المحور × عند نقطة 


الأصل . إذا كانت 1>" >0 فان منحنی الدالة يقترب من المحورين ۷ , ×. 


۵ , ۷ التوزيع الطبيعى 
یعتبر التوزیم الطبیعی من اکثر التوزيعات استخناما وتطيقا فى ۳۳ من 
العلوم الاحری کالاحصاء والر یاضبات » ومجالات الحاة التطبيقية وعلم النمذجة . 


۱ ,۷ مقدمة 

یعتبر التوزيع الطبيعي حجر الزاوية فی النظرية الاحصائية ا حدیثة . لقد عرف 
التوزیع الطبيعي كنهاية لتوزيع ذي الحدين كلما ازداد عدد المحاولات © إلى عدد 
كبير جد لاي قيمة ثابتة م. ويرجع الفضل فى هذا إلى آبراهام دي موافر 
)Abraham De Moiever)‏ فى الفتر ة (1667-1754). عمل كارل بيرسون 143:1) 


بعض التوزیعات الاحتمالية المتصلة L1‏ 


(2750ع۳ فی الفترة (1857-1936) على نشر مساهمات دي موافر. كما ساهم 
بسیر لابلاس (Pierre 5. Laplace)‏ فى الفترة (1749-1827) فى إيجاد البنية 
الرياضية للتوزیع الطبیعی . یسمی التوزیع الطبيعي أيضا باسم توزیع جاوس أو 
امحاوسی (081055130)» وذلك نسبة للعالم الرياضي الالانی الشهیر کارل جاوس 
(كناه6 .۴ 1ئەکا) الذي عمل على تطوير الصيغة الرياضية معادلة التوزیع الطبیعي 
وبنائها. أطلق عليه کارل بیرسون اسم التوزیم الطبيعي عام 1893 ومازال یعرف 
بهذه التسميه إلى یومنا هذا . 
يعرف التوزیم الطبیعی بدالة كثافة الاحتمال التالية : 


) - ( 


20 


6 ہے سے = I(x)‏ 


۷7ہ 








0۷0 , 0 > > مهمد , 


حيث إن لإ هو المتوسط. و 8 هو الانحراف المعياريی» علما أن 
6 = 7 , 2.7183 = © وابت. 





1) 4 

08 

0.6 | 

0.4 

> 
<< 02 
xX‏ ۱ 
: تا سیب ۱ ۱ ۱ 0 
10 9 8 7 3 1 


£۲ نظرية الا حتمالات وتطبیقاتها 


من الواضح أن التوزيع الطبيعى يوصف بمعلمتین 6بلا؛ أي بمتوسطه 
وانحرافه المعياري . للتوزيع الطبیعی متوسط لم وتباين *۰0 ويرمز له عادة بالرمز 
N(u, 0*(‏ + أى أن o7)‏ بدا)۷ ~ X‏ تعني أن المتغیر العشوائي × يتبع التوزيع 
الطبيعى بمتوسط لا وتباين *0. ویأخذ المنحنى البياني للتوزيع الطبيعى شكل 
الجرس؛ لذا یسمی المنحنی الطبیعی (normal curve)‏ . 

ویحدد موقع المنحنی الطبیعی وشکله بو اسطة المعلمته 
| تحدد موقع المنحنی الطبيعي على المحور الافقی پینما تحدد 0 انتشار المنحنی 
علی المحور لافقی (تشتت التوزیع) . ویوضح الشکل التالی تاثیر کل من 6 بل 
فى موقع التوزیع ومقدار تشنته عندما تأخذ 6 بل قيمًا مختلفة . 

تعطی دالة التوزيع F(x)‏ للتوزیع الطبیعی بالصیغة التالية : 





U, O‏ » حيث إل 











5 لے سای 


ويمكن تمثيلها بیانیا كما يلى : 


F(x) 


بعض التوزیعات الاحتمالية المتصله ۶٣‏ 


۷,٥۱۲‏ التوزیع الطبیعی القياسي 
وباعطاء قيم مختلفة للمعلمتیین 0 ,لا ینتج عن ذلك عدد من التوزیعات الطبيعية 


المختلفة. كما سبق وأن رأينا أن للمتغیر العشوائي لد =2 متوسط صفر 


وتباينًا يساوي واحدا. كما يمكن تحويل كل متغير عشوائي × له توزيع طبيعي 
بمعلمتين !| ,0 إلى متغير عشوائى طبيعى جديد بمتوسط صفر وتباینا يساوي 
واحدا» وذلك باستخدام العلاقة التالية : 
ل - ۲ 
O‏ 
وتصبح داله كثافة الاحتمال للمتغير 2 كما يلى : 
0 > 7 > 00- 5 5 
2r |‏ 
يسمى التوزيع الطبیعی للمتغير 2 بمتوسط صفر تباین يساوي واحدا بالتوزيع 
الطبيعى القياسى (015]51610]10152 »)standard norma!‏ ويرمز له عادة بالرمز (1 ,1۷60 
الرياضية : 


7= 





0)2( = 


1 
01 ۱ 1 
01 © | لل D(z)‏ 
| "سس )2( 


ویمکن الحصول علیها من الجدول (۱) لقيم 2 الموجبة . 
پر فاا لقیم 2 السالبة بمکن الحصوف علیها من : 


(2) - 1 = (2۔)ين 


مع ملاحظهة أن : 


4 نظریه الا حتمالات وتطبیقاتها 


2-۳ / 
| مه - ۲0 


توضح الاشکال البيانية التالية تحویل التوزیعات الطبيعية إلى توزیع طبیعی 





سس 
و 
الشكل رقم (" , ۷). داله كثافة التوزیع الطبیعی. 
۷٢٣۰۳‏ حواص التوزیع الطبیعی 


۱- تصف ()1 فی التوزيع الطبيعى دالة كثافة احتمال؛ أي أن 0 < ۲00 
وكذلك المساحه الكلية تحت المنحنی الطبیعی تساوی واحدا. 


البر همان 
من الواضح أن (*)1 تکون دائمّا موجبة» والاحتمال الکلی (المساحة) هو : 


يعض التوزیعات الاحتمالية المتصلة ۵ ۶ - 


|e 
20 











dx 


۱ | - ۲ 
لتفرض أن ل < 2 » ادن 0۶ = 07 0 . 


عند التعويض بهذه القيم نحصل على المساحة بالعلاقة 











0 


7 2 


الدالة 02 ۶ ع ۱ هی داله زوجية للمتغیر 2 ویمکن کتابتها عندما 


2- - ۷ على الشکل التالی : 


حت 0 
پچ 7 
dw‏ + ع 5 * عن | 
' تت 


وبذلك تکون المساحة هی : 





۲ ۲ 
2. سب‎ | 6 07 
٩/27 0 


۱ 2 1 
باستخدام التعویض ہے سن ومنه 02 =z‏ 0۷ فان المساحة هی : 


ب ايم 


08 


ا پر یک سد[ تل 





1 نظرية الاحتمالات وتطبيقاتها 


أي أن المساحة الكلية (الاحتمال) تحت المنحنى الطبيعى تساوي الواحد؛ 
ومن ذلك يمكن القول أن الداله ()1 تمثل دالة كثافة احتمال . ۱ 

۲- لكل من المتوسط. والوسيط والمنوال فى التوزيع الطبيعى القيمة نفسها؛ 
أي أن 

بر = المنوال = الوسيط = التوسط 


البرهان 
من تعريف التوقع الرياضي لمتغير عشوائی × نحصل على : 


[x f(x) dx‏ ے سين 


(x) 
2° 








dx 





1 ۱ ١ 
222 © 


ہے ۱۱ :۱ ۳ ۱ 7 
لطن ت > ومنه ینتج أن 2 + dx = 6 02 , Xx = U‏ 


إذن 











بعض التوزیعات الاحتمالية المتصلة ۷ ۶ 


المنحنی الطبیعی الذي له متوسط 0 وتباین 1 ویکون هذا التکامل مساویا . 





يمثل التكامل الثاني يك 2 26 1 لس ل ترية ریاس 


صفرا. إذن لإ = 800 ؛ أي أن متوسط التوزيع الطبيعى هو . 
الوسیطء ۸ ۰ يعطى بالعلاقة الرياضية التالية : 











ا ی 
104-7 | 
س0 ۱ 
2 1 
© |- ۱ 
!1 عو لی 





لا - ير 








2 ف 8 9 
05 = 017 2 | 1 = ت0 ۳۹ ۱ ك5 
٩/27 1-۰ 0 2‏ 





۳۵ - 8 رن 
ے- ومنه ل[ 8ء أي أن وسيط التوزیع لطبيعي هو لا. 


مدی التوزیع شی حاله وجوده هو القيمة 1 التى تجعل 0 = f (x)‏ و 0 
نريد الان إيجاد مشتقة الدالة («)1 التى یمکننا الحصول عليها کالتالی : 


۱ 


اذن 0 - 





(xp) 
چ‎ 204 


)( ۲ چیہ 





تم | یم 


4 : نظر یه الاحتمالات وتطبیقاتھا 
يمكن اشتقاق الدالة مرة أخرى فنحصل على : 


ي2 | جم ا 
GO |‏ 0 
عساواة (×) ۴ بالصفر؛ أي أن 0 = (×) ۴ ونجد أن ٢إ‏ =×. وبالتعويض بالقيمة 
م =× فى الشتقه الثانية (×)“1 نجد أن 0 > (×)۴؛ أي أن =× هو منوال 
التوزيع الطبیعی . وبذلك نکون قد أثبتنا أن للمتوسط. والوسيط . والمنوال القيمة 
نفسها فى التوزیع الطبیعی التمائل . ولذلك عکن وصف النحنی الطبیعی بأنه آحادی 

المنوال ومتمائل . 
00+ ۱ ۳ لے ts‏ 
7- تباین التوزيع الطبيعي هو ۰02 وانحرافه المتوسط يساوي تقریبا ‏ 


مثل قیمه انح افه المعياري . 


) - ( * | (۴ 
20 20 + 

















۴۰ ( ف‎ E 


07 


البرهان 
من التعريف 


تس 


Var(X) = 8| (X - (۶ | (x - (2 f(x) dx 


| 


نات جع 


(x - ( * 
2 








۱ 7 1 
XxX - € dx‏ نتن ا 
زلا ۲ 7 











بعض التو زیعات الا حتماليه المتصلة ۶۹۹ 


باست‌خدام التکامل بالتجزیء وبفرض أن عك 2 ع 2 - پل . 2 > نا فإن: 


* 2-6 ۷ ,جل < ںل 


ومن ذلك ينتج آن 














= 0+ 6۶ = 2 


یعطی الانحراف المتوسط للمتغیر * عن المتوسط بالعلاقة: 














" ۸۱ - ۲) 
تی ار 1 | ۱ ۱ 
سر |[ 29۴ 6 چ ۷۔× = wl]‏ - :| إ5 = M.D.‏ 
اا 3 
2 0۳۴ 
ا 7 
20 = (0.7979) ی ع 2 - 


۷۰ء نظرية الاحتمالات و تطبیقاتها 


-٤‏ للمنحنى الطبیعی نقاط انقلاب (012]5م ٥٥‏ ذا1(0) على مسافات متساویة 


البرهان 
نقطة الانقلاب تعنى النقطة التى يتغير عندها لخدب أو تقعر المنحنی ‏ ویمکن 
الحصول عليها عن طريق حل المعادلة 20 (*) 1. 


لسع ] 
26 








شتققنا الدالة 





ا ہے ۱ ۱ 
0 نحصل على : 


(x- (۶ 
20 











6 





2 
۱ 2 ۱ "0 
بمساواة هذه المشتقة بالصفر؛ أى 0= (*) ۴ نجد أن لإ =×. 
نلاحظ ایشا آن: 





۲٢3(0. KER 


نز < ۶ , 0 > (۲)۶ 





أي أن القيمة العظمی للدالة ۶0 عند النقطة هم = × هى سر 


لا یجاد تقاط الا نقلابت نحتاج الی إيجاد المثتقة الثانية f“ (x)‏ ری 


(x - “لع‎ 


و ہت | سس 
۱ ۱ ۳ اترم 0 
9 ۱ 




















)| ۱ 
20 ام ب 5 ] 
1 
۳/1 




















- 5 ۱ 





بعض التوزیعات الاحتمالیة المتصلة ۷ 


وبمساواة (×) ۴ بالصفر؛ أي أن 0= (×)'] ۰ نحصل على المعادلة : 


2 لم - 2 / 1- 
۳ ۱ سو ور 








وبحل هذه المعادلة نحصل على أن 6 + -*. 
عند هاتين النقطتین تکون قيمة الدالة («)1 هي سح ٠‏ وتکون نقطتا 


الانقلاب للمنحنى الطبيعى هما : 
1 1 | 
س . مس 
بعبارة أخرى» تقع نقاط الانقلاب على يمين المتوسط ويساره» وعلى مسافة مساوية 
للانحراف المعياري» وآن المنحنی الطبیعی يأخذ شكل الجرس . 
-٥‏ في التوزيع الطبيعي» العزوم الفردية حول المتوسط تساوي صفر والعزوم 
الزوجية حول المتوسط تعطی بالعلاقة 
... (20-1()20-3) = را 








۹| و 











البرهان 
من المعلوم أن العزوم الفردية (المرتبة) حول المتوسط تعطی کالتالی : 


Man >> E| (x زم‎ 20+ | 


2 











3× 


1 
تس 
کم 
١‏ 
ع 
ييه 
ا 
2 
+ 





- 





VY‏ نظرية الاحتمالات وتطبیقاتها 


وذلك لأن التكامل هو دالة فردية للمتغير 7 
ادن ... > ولا ہ ذا و 
یمکن الحصول علی العزوم الزوجية (المر تبه) حول المتو سط کالتالی : 


۱( )۳۱ = روم 








ا 
ي 
کے 
یع 
1 
سس 
تفا 
و 
ا 
۳0 
ب۰ 
0 











2 
إذا کان کے سو فان 202 - رل ويكون: 





0 + ۱ 0 5 
سبحا بل‎ # LF 8 dy 


î 
2, 7 2 
ih 


28-3 /۱ 2-1 02۴ . 22 
چس ہی 














- 2 


1) 


(2n-1)(2n-3) ... 5.3.1 6۵۴ ب‎ ۱ 


بعض التوزيعات الاحتمالية المتصلة CVT‏ 


بوضع 2-1.2 نحصل على *306= پل , 02 > ولا 
ومن ذلك یمکننا الحصول على معاملي الالتواء والتفرطح على التوالي: 





7 
0= ہس , (اے ست ے ,6 
۱ رہس ` 
320۹ 7 
وج يو ۳ 
() 


وهذا يعنى» في التوزیع الطبیعی؛ أن معامل الالتواء و٥‏ يساوي صفراء ومعامل 
التفرطح يساوي 3 

-٦‏ إذا كان × متغیرا موزعا توزیعا طبيعيا (62 بل )۲۶-۷ ۰ وکانت 
×ط + 2 = ۰۷ فان للمتغیر لآ توزيعًا طبیعیا بمتوسط 2+۳ وتباینا 0۶*؛ أي أن 
(502ط N(a+bpı,‏ - ۷۲ . 


البرهان 


۲) Y) = E(a + bX) = a + bE(X) = a + bıı 


Var(Y) = E( Y7) - [E(Y)] = ۶ 


حیث إن 3,5 و ایت. 

يمكن أن تكون الدالة ×ط +8- ۷۲ تزايدية أومتزايدة تبعا للثابت حاء فإذا 
كانت نا موجبة» فان الدالة متزايدة» وإذا كانت ط سالبةء فان الدالة تناقصية أو 
متناقصة . 

إذا كانت ۷ تتبع التوزيع الطبيعى» فإن دالة كثافة الاحتمال للمتغير ۷ تعطى 
بالصيغة التالمة : 


CV‏ نظرية الاحتمالات و تطبیقاتها 





1 


8 
۳/۹1 





لاه 
ا = ( 


7 


حيث إن 








.h(Y) = f(x) چ‎ 


" ( (یرہ+ہ) جع 
20-17 


1 
۵ سل 
7 | | 
وهذه الدالة التي تمثل كثافة الاحتمال للمتفیر العشوائی بالتوزیع ( 202 ,۱)2+0. 
من ذلك یمکن استنتاج أنه إذا كان المتغیر × یتبع التوزیع الطبیعی (*0 بلا) 


وکانت لك 2 فان 2 يتبع التوزیم الطبيعي القیاسی؛ أي أن (1 ,۸۷/0 -2. 


Xr )ا‎ o1) 
و ,ول ) ۱۷ - و‎ ( 


وکان المتغیران 26 ,× مستقلین» فان مجموعهما و2 + ,× هو متغیر يتبع 
التوزیم الطبیعی؛ أي آن : 

|02 + 01 , ولا + بغز )لات 262 + رک 
۸- 68.2696 من المساحه تحت المنحنی الطبیعی تنحصر تقريبًا فى الفترة 
من 0 إلى 6 + و 95.44% من الساعة قالش مسي فاص 
الفترة من 26 إلى 20 + ۰ وتتحصر 99.73% من المساحة تحت 
المنحتی داخل الفترة من 306 إلى 306 +. 
وهذه إحدى الخواص المهمة للتوزيع الطبيعي اذ پتے علیها كير من الاختبارات 
المعنوية . 


بعض التوزيعات الاحتمالية المتصلة V0‏ 


۹- يمكن إيجاد الانحراف الربيعي deviation(‏ عآنایهنو) » ویرمز له بالرمز 0۵ 











گالتانی 
4 + ۱ 
سے ۱ 
3 تن 20° e‏ 5 | 
2 ۰-0 0/27 
4 
۱ سپ 
a ۲7 _ 1 - (۲‏ 1 
۰ - .7 تست dz‏ € سس 


من جداول المساحة قد نجد أن 0.6745 = أو © 0.6745 = @. 
یمکن آیضا ایجاد قیم الربیعیات التالية: 
O‏ 0.6743 - ۱ ع Q,‏ 
o‏ 0.6745 + لمر = ول) 


دس یقترب المنحنی الطبیعی ای المحور الأفقى كلها اقائنت» تؤول 
لیس (صف.×). 


٤‏ 8 ۷۲ الدالة المولدة للعزوم والدالة المولدة للتراکمات فی التوزیع الطبيعي 
إذا كان لدينا متغير عشوائی × يتبع التوزيع الطبيعى؛ أي أن (*0 بلا)۱۷ - × 
فان الداله المولدة للعزوم حول الصفر للمتغير العشوائى × تعطى بالصيغة الرياضية : 


۳-۳ | ۱ 1 
20 اع تان | = | “اع )] = M(t)‏ 
E |.‏ “اع)5 = (t)‏ 








dx 








کچ 1 
إذا كان "ا 
0 


>2 فان dx = O dz‏ ویکون: 


٦ء‏ نظرية الاحتمالات و تطبیقاتها 














7 ۱ 
تا (عبیر )۱ 1 
M(t) = ۲ . € O dz‏ 
| ست با 
2 
سبح 1267 ۱ الم 
07 : € | 
٩/21 1-۰‏ 
7۔ 2ن 2] +2120 - 72 ۱ 1 
ام كع 
17 6 بت سم 
٩/27 1-۰‏ 








یمکن الحصول على الدالة المولدة للعزوم حول الوسط الحسابی فى التوزیع الطبیعی 
كما يلى : 


| کم إ ا |“ M(t) - Ee‏ 


وحیث إل : 


۷ء 
بعض التوزیعات الاحتمالیة المتصلة 








7 ہس E(e*)‏ 
أ الله ]بر 
| 5 
2 1 2أ 
ف 2 + 1 = 
یتیج .کے 
5 3 + 
تست ا 21 
n!‏ 
عندئذ نجد أن: 
0 ” ول 














2 
20 ۱ 
_ 0*۳ (2n) 


0 الطبيعي: ۶ 

#۹ ۰ التو زد ود ' أعء أن 
۱ کمات (دالة التراکم) في نع التو ز الطبیعی؛ ف 
الة المولدة للترا لذي چ التوريم 
الدالة المو تا الخشی الف آقی 126 | ين نيو للعزوم حول الصفر 

| کان لد تا اك و و SOT‏ ا ف 

2 ¥ فإن الدالة اللوغاريتمية 3 10 و مه بالصغة : 
کے ۱ بب J‏ مه ۳ تعطى ر 
)7 ,,ط) لمولدة للتراکمات» ویرمز لها بالرمز 
8 الدالة المو لدة 


2ي 





K(t) = log M(t) = ıt + 


حول چا ی 
ومن ۽ 


۷۸ء نظرية الاحتمالات وتطبیقاتها 


3 , 20 ,> ,..,*0 > وکا Kı =p,‏ 
وهذا د بني آن جمیعالتراکمات بعد اراک الثاني تساوي صعرا. 


فتال ۳ . ۵:. ۷ 
إذا كانت داله الكثافة الاحتمالية للمتغیر العشوائی × معطاة کالتالی : 


وی امه 





ہے سیف 





فأو جد المتو سط » والتباينخ ؛ والدالة المولدة للعزوم للمتغير ×. 
الحل 
يمكن كتابة الدالة («)1 على الصورة: 


1ر و 


2247 ب - )1 


.7 
عند مقارنة هذه الدالة بالصيغة العامة للدالة () في التوزیم الطبیعی نجد أن: 
6ھ 6۶ , 7- 2 | 
ویمکن القول بأن المتغیر × يتبع التوزیع الطبیعی بمعلمتین 16 < ”0 , 7- - ؛ 
أي أن (16 N)-7,‏ - > . 
بتعویض قیم المتوسط والتباین فی الصيغة العامة للدالة المولدة للعزوم حول 
الصفر : 














۳۹ 
M(t) = 
-/1 + ۶ 
M(t) = © 
71 + 7 


بعض التوزیعات الا حتمالية المتصلة ۷۹ ۶ 


مثال ٤‏ ,۵ ۷۰ 
إذا كان (1 ,2])0 × ؛ أي أن المتغير العشوائي X‏ يتبع التوزیم الطبيعي 


بمتوسط صفر وتباین يساوي ۰1 فأوجد توزیع كل من ×4 ,5+ ,3 - 2 


الحل 
حيث انه لدینا ۷۵۳)26(<1 ,0= (×)۴ والمتغیر ۷-2-3 فان 
E(Y) = E(2X - 3) = 2E(X) - 3 = 2(0) -3 - 3‏ 
Var(Y) = Var(2X - 3) = 2* Var(X) = 4(1) = 4‏ 
وهذا يعني أن توزيع المتغير ۷-2-3 يتبع (۸)3,4. 
بالمثل يمكن إثبات أن المتغير العشوائي 5 + س یتبع التوزيع ا > پ5 ۔ کلم 
وأن المتغير العشوائی 47 يتبع التوزيع (16 ,۸)0. 


مثال ه , ه , ٠‏ 
إذا كان المتغير العشوائی × يتبع التوزيع الطبيعي (۱0,1 فما توزیم ”× ؟ 


الحل 
المتغیر العشوائى × يتبع التوزيع الطبيعي؛ أي أن : 


۳۹ 
و 1 


م > > مه- , dX‏ ع ل 
27/* 


إذا كان ×= ۷ء فان 1/9 = × وأن وق سيق : ويكون توزيع ۷ هو: 





dF(x) = 


۸۰ ۶ نظر یه الا حتمالات وتطبيقاتها 











مه > رز > 0 کہ کے ڪن = dF(y)‏ 
ہا نے 
dy‏ ۷ ہس سے 
ہے > 0 m=,‏ , وول 2۰۱م سم ۳ 


۵ , ۵ , ۷ |حدائیات التوزیع الطبيعي 

الا حدائی هو مقدار الدالة («)1 عند قيمة معينة للمتغیر ۰16 ویرمز لاحدائیات 
التوزیع عادة بالرمز ((×)۴ ,×). تؤخذ إحداثيات المنحنی الطبيعي القياسي على 
مسافات مختلفة من المتوسط» وقد وضعت في جدول. عادة یوضح الجدول 
حساب الاحدائیات بالصيغة الریاضیة: 


ےم 


لم -× و 
2 -: , 7 = )0 


للتوزیع الطبيعي تؤدي إلى أن الإحداثيات لقیم موجبة من 2 تساوي الاحدائیات 
مثال 5 , ۵ , ۷ 


آو جد |حدائیات المنحنی الطبيعي القیاسی عند النقاط التالية : 
٠ 727-064 )١(‏ (ب) 2.18 Z=‏ ۽ (ج) 7,<0.08. 





بعض التوزیعات الاحتمالية المتصلة ۱ء 


الحل 

(1) لایجاد الإحداثى عند النقطة 0.64 -2 نستخدم الجدول (۲) فى 
العمود 2 ۰ ونبحث عن القيمة 0.6 ۰ ومن هذه القيمة نسير أفقيًا إلى العمود 
4 لنحصل على الإحداثى 0.3251. 

(ب) بالمثل بعس على الاحدائی عند النقطة 2.18-<2. نبحث عن 
القيمة 2.1 فى العمود 2 ونس من عله ال آفقیا إلى العمود 0.08 لنحصل 
على الإحدائى 71 . 

(ج) من خاصية التمائل سد آن الاحدائی عند 2۳-008 سارق 
الاحدائی عند 0.08 -2؛ أي الا حدائی هو 77 


5ت ۷ المساحات تحت منحنى التوزيع الطبيعي 
و 2-0 احتمال وقوع المتغير العشوائى × فى الفترة [ط ,ة] » أي أن: 


)۲ - ۸( 
20+ 











0× 


والتی تمثل المساحه المظللة فی الشکل 
لایمکن إيجاد هذا النوع من التکاملات بالطرق العادية» ولذا فقد تم 
حساب قیم المساحة تحت المنحنی الطبیعی ووضعت فی جداول یسهل الرجوع 
إليها عند الحاجة. فالجدول (3) یغطی المساحات أو الاحتمالات تحت المنحنی 
الطبيعي القياسي من المتوسط 2-0 إلى قيمة موجبة معينة 2. من خاصية 
التماثل للمنحنی الطبیعی نلاحظ أن : 
(0 إلى 2-)ظ = (0 إلى 2)م 


۲ نظرية الاحتمالات وتطبيقاتها 


ولذلك لم يشمل الجدول المساحات تحت المنحنی لقیم 2 السالبة. 

یمکن ملاحظة آن جدول التوزیع الطبیعی القیاسی کاف لحساب احتمالات 
أي توزيع طبيعي لاستخدام جدول المساحات تحت المنحنی الطبيعي القی‌اسی 
یتحتم علينا وضع قيم المتغير العشوائی × فى صورة قيم معيارية؛ أي قيم المتغير 
الطبیعی القیاسی ۰2 ويمكن الحصول على الاحتمالات (4)2 من جدول 
التوزیع الطبیعی فى نهاية هذا الفصل . 


ےر 
إذا كان المتغير العشوائى 2 له توزيع طبیعی قیاسی فا وجد : 
؛ ۱2 ۳ 5 ۳۱0 (ب) (0 > ,7 > P(-1.65‏ ¢ 
(ج) (1.67 > 2 > ۳)0.6 . رو 18ء2 CC 2-132 ZS‏ 
«P(Z>1.96) (gy) ۳۳۱.96 >> -0.84( (a)‏ 
PEO)‏ 


انس 





لشکل رقم (۷,۷). المساحة تحت المنحنی الطبيعي. 


بعض التوزیعات الا حتمالية المتصلة SAT‏ 
)١(‏ لایجاد (1.2 ک2 ک ۲)0 نستخدم الجدول (3) فى العمود 2 
ونبحث عن القيمة ۰1.2 ونسیر منها خطیا إلى العمود 0.00 لنحصل على القيمة 


الاحتمالية المطلوبة 0.3849 ؛ أي أن : 


9 = (1.2 > 7 > 0)م 





(ب) لآن المنحنی الطبیعی متمائل حول المتوسط. فان المساحة بين 0 =7 
وقيمة موجبة للمتغیر 7 تساوی المساحة بين 2-0 وأی قيمة سالبة للمتخیر ٠Z‏ 


وباست‌خدام الجدول (3) نحصل تفای : 


۳)-1.65 > 7 > 0( < ۳/0 > 7 > 1.65( = 5 


At‏ نظرية الاحتمالات وتطبیقاتها 


7 ۱۳ ي. ۲ ود 
۲ 8 گا لال 
FOF _‏ 28 عه 


û‏ ق قھ ۱8 ۱8 الا 
8 8 يا HEH‏ لت 
8 5 ا EE‏ 
8 8 8 ۲8 ۱8 لا 
mw mH‏ سا HE wm‏ ےد 
٭ ٩‏ 5: و ےت و جو mE‏ 
ى نج ھج یج EE‏ پچ ت] 
ا ۱8 8 جج کے کے کت 
E 5 5 5 Fë & 6‏ 
ها 8 تس i‏ :5 8 يق 
ف كا لف ټښ یب اه ف mM‏ 


۶ لاہ تا ۶ 5 سے 5 E‏ ل 
6 8 6 ۲ 8# 1 ۰56 1 
قا ۱8 ق ظط شاه كه ها ظط 
ها 8 FF FE‏ انظ ×ط" تن 8 :5 
۵ ھا FH HE‏ ہا لع 8ه و 
E NS‏ و EFE‏ رھ ول 
قا ۱8 لا ê‏ ۰5 نا E‏ 8 لف كه 
5 تا 5 5 858 ۳ 85 8 كر 
اذا 6 Fi‏ يز ف يي ناض طز nb‏ 
و ع اف FE‏ و ا عم ع و مع 
EGE 5 5 6‏ 1 تا لاج 
ها bh‏ ۶ ها 5 ۵ ۱8 bh‏ و وط 
E mi mE mi mw‏ ھی سس اج دج 
ق: E FE E‏ ۱ ۱ از بج 22 
٩‏ 8: 3إ ۰:5 ۰8 ۲ لا : اج ٹۃ 5 15 م 
FE 8‏ ىا 8 لا قغ ۲5 ۲ EB‏ لا اقا 
Im‏ عھگ ےھ ×: E‏ ا mm mE‏ ايا 
8 ى: HM‏ ۲ 8 8 ۳ ۳5۲ ج یی ۱5 لير 
۵ ايخ یب اط EEG gE‏ هدام 
ج. EEF‏ 8 یہ ٭× یح 8 8 8 ج 8 يم 
3 لق قاطا ل نت mm FH Bm RF‏ كه 5م 
ق) EFE FF‏ 8 5 5 ا 8 : ها 8 ا 
ق اقا Ra ۵ E E E‏ شا مك شه فى شه > قر 
و ص: Fm E mm Fm f‏ ھ ب*" جم يه سد ئا 
E 6‏ و ھا وو E‏ تھا و و وھ شي ھا شن 
ج: ا جع ۃ EEG EE‏ ىہ" بج چ 8 ےج 8« 
8 :8 ؿق: ظ ۲ FE‏ ۵ اه ۰۵ 8 5 8 ۰8 ا اه ظ 
E mM E E E MM EH E E E û E E E o e‏ هس« 
FE 8‏ له 8 HEEE EE‏ ىع 8 ع 8 EMNE EH‏ 
ma wm hb wm‏ و سس وص وع mm mim mM‏ 
قػ ۷ اع يع سن امه بي : ام عغ جع ي: یے تق هم ق جع غ ۱8 3 
E‏ 5 ا ا ػ 5 ل غ GG EB E‏ ا ل SEB HE E‏ 
IE 8 1 6 8 8 8 6‏ ج 8 جج 8 8 : ض 8 #8 5 ۰:5 تک 
ا طحق Û‏ اك كا هكد كه i E‏ كذ نا شن i‏ كه û‏ ھت لك شا Mı ûd mm‏ 
8 تا ها 8 E‏ ظا لا گت E FE 5 5 5 O‏ قا « 3 5 5 ۰۱5 15 
BPE BSB BEES & 8‏ اح و _ جج ج یب KERE‏ ۰ 2 ےک 





E EE FE f‏ ىا و FEF‏ هذ ج 8 8خ EER‏ ف 8 ع ع هبر 
8 ۰8 ۱ 8 8 ۱8 ۰8 ا تع 8 ےھ ها ی-ج۔۔۔ھ ےھ ساس سے 
F۳ 8‏ هه 8 6 16 5 8 5 5 8خ ۰8 8 ۲ 8 8 8 8 18 5 


۶ ےچ شش ] 
0 55 1- 


الشکل رقم ٩(‏ ,¥( الممساحة تحت المنحنی الطبيعي. 


(ج) من الجدول رقم (۳) نجد آن: 


۳0.6 > 2 > 1.67( = ۳0 > 7, > 1.67( - ۳0 > Z > 0.6( 


0.4525 - 27 


0.2268 






و 


م 5 1 تج 0 0 


الشكل رقم ( , ۷). المساحة تحت المنحنی الطبيعى. 


بعض التوزیعات الا حتمالبة المتصلة ۵ : 


( د )من جدول المساحات رقم (۳) نجد أن : 


P(-1.3 > 7 > 2.18( = 2)-1.3 > 2> 0( + 2)0 > 2> 2.18( 


0.4032 - 4 


0.8886 





الشکل رقم (۱ ١‏ , ). المساحة تحت المنحنی الطبيعي. 


P(-1.96 > 7 > -0.84( = ۳)-1.96 > 2 > 0( - P(-0.84 > 2 > 0( 


0.4750 - 95 


= 5 


٦۸ء‏ نظرية الا حتمالات و تطبیقاتها 





8 








م 084- 95 1- 


الشكل رقم(۱۲ ,7). المنحنى الطبيعي. 
( و ) بالطريقة نفسها نحصل على : 

P(Z > 1.96) = 0.5 - P(0 < Z > 1.96) 

0.5 - 0 


|| 


0.0250 





1 9 


الشکل رقم (۱۳ , ۷). المنحنى الطبیعی. 


بعض التوزيعات الاحتمالية المتصلة AV‏ 





0 215 
الشكل رقم (۱ , ۷). المنحنى الطبيعي. 


رز ) آخیرآ» وبالمثل یمکن الحصول على : 


P(Z > -2.15( = 0.5 - ۳2.15 > Z > 0( 


0.5 - 2 


1 


0.0158 


مثال ۸ ,۵ , ۷ 
إذا كان المتغیر العشوائي × موزعا توزیعا طبیعیا بمعلمتین 
0 , 25 ےو" . فأوجد احتمال أن یکون: 
( 1) المتغیر العشوائی سح 0۵ , 40 , 55 , 100. 
(ب) المي العشوائی آکبر من 54 وآصغر من 57 . 


الحل 
xX - 0‏ 


حيث إن 50 = لل , 25 = *0 ويكون 5 - ,7 














CAA‏ نظرية الاحتمالات وتطبیقاتها 


ہہ وعند 40 = x‏ 





(أ) عند 0-» نحصل على 10 = کے 





7 5 اہ فرع کہ 
ع-- < 2 » ومن الجدول رقم (۳) نجد آن: 


* - -2 تحصل على‎ 
P(0 > X > 40( = 5)-10 > 7 > -2( 
- ۳)-10 > 7 > 0( - ۴2 > 2 > 0( 


= 0.5 - 0.4772 = 8 





دا 40 


و ا سس سح 
لخ 0ا2 () | < 


الشكل ركم (۱۵ , ۷). المنحنی الطبيعي. 





وكذلك عند 55 =× نحصل على 1 < د =7 » وعند 100=× نحصل 


100 - 50 


ئل ت سے کے z=‏ » ومن الجدول (۳) نحصل على 


بعض التوزيعات الاحتمالیة المتصلة ۹ 


۲1۱525 10) 


P(55 > X < 100) 


۳)0 > 7 > 10( - ۳/۵ 7 > 1( 


0.5 - 0.3413 = 7 





الشكل رقم .(V, ١5(‏ المنحنى الطبيعي . 


NEE E E E و دی‎ ۶-١ 50 (ب) لے‎ 


4 × , 08 - ت د . ومن الجدول (۳) نجد آن: 





P(X > 54) = ۶)2 > 0.8( 


0.5 - ۳0 SZ 50:8) 


0.5 - 0.2881 = 9 


۱ 


٤ ۹ ۰‏ نظرية الاحتمالات وتطبیقاتها 





7 ا 
5 0 


الشكل رقم (۱۷ ,¥( المنحنی الطبيعي. 
عو و ا 50 - 97 5-5 
عندما تکون 7 = نحصل علی 4 = 5 - 7 ومن الجدول رقم 


(۳) تیان 9 





1.4۱ > اط = }57 > 2 )۳ 


0.5 + ۳)0 > 2 > 1.4( 


0.5 + 0.4192 = 2 





کچ ا نات 

50 5 

2ج سے 
1.4 0 


الشكل رقم۷,۱). المنحنی الطبيعي. 


بعض التوزیعات الا حتمالية المتصلة ۱ ۶ 


۷ , ۵, ٩ مثال‎ 

إذا كانت الدالة المولدة للعزوم للمتغيرالعشوائى × 
۲( . فأوجد: 

۳/170 >> 200( (Î) 

(ب) (172 > 2 > ۳148 . 


الحل 
عند مفارنه 200 + 1661 ۾ = M(t)‏ بالدالة المو لدة للعزوم للمتغیر الطبیعی 
N), 6 (‏ نجد أن 400 = ”6 , 166 - ٣‏ 


لا یجاد الاحتمالات المطلو بة سا فيم المتغير العشوائى 3 إلى فيم معيارية2 


و دلث باستخدام الصبغة 106 9 =7 





7 





الشکل رقم (۱۹ ,¥( المنحنى الطبيعي. 


۹۲ نظرية الاحتمالات و تطییقاتها 


_ 170-6 


7 عند 170-* تحصل على ۰02 س - 2 ) وعند 
0 -» نحصل على 1.7 = گل =2 . ومن الجدول (۳) نجد آن: 
P(0.2<Z<1.7)‏ = )200 > > ۳)170 
)%0.2 2 > ۳/۵0 - (1.7 > ,7 > ۳)0 
61 = 0.0793 - 0.4554 = 





الشکل رقم (۲۰ , ۷). المنحتی الطبیعی. 


(ب) عندما تکون 48 = x‏ نحصل علی وم ے 148-166 سین وعندما 


172 - 6 


2> نحصل على 03ء مرت <, ومن الجدول (۳) نحصل على : 


بعض التوزيعات الا حتمالية المتصلة ۳ 


P(148 > 2 > 170( = P(-0.9 > 7, > 0.3( 


۳)-0.9 > 7, > 0( + 2)0 > 7, > 0.3) 
0.3159 + 0.1179 = 8 


مثال ۵۱۱۰ ۷۰ 

إذا كانت مدة صلاحية غسالة کهربائية تتبع التوزیع الطبیعی موف 
55 لم (سنة) وبانحراف معياري 1.0 - 0 (سنة) . إذا كان هناك ضمان على هذه 
الغسالة لمدة 12 شهراء فما نسبة المبيعات المستبدلة؟ 


الحل 
1 > × (فترة ضمان الغسالة). 


50008 ۱ ک :7 5 
عتدما 1.0 x=‏ نحصل على دس وت ومن الجدول (۳) نجد 


أن ؛ 





a |‏ هه ل 0 ل 
۱ 1 
u |‏ ل ا لے ل 
. 58 تا . E‏ ۴ 
E. OE oN TOE E.‏ 
ا 1 چون را جو تو OS ET‏ 
٦ 20|‏ 8 ها 
= 0 ل ل 
IES TN 5 rT‏ 15 
5 ان چا HE Hg. o ETS KOL‏ 
| 1 ل 0 - ل 
و . تا EE mE MM‏ ٹا 
ذ < E E r. Mo. Wm,‏ 
" " " ل 
و . . و 0 5 WE‏ 
= ك ا اب ۲ لے . 
قا د EEE E E EMNE E EH‏ 
ME I eT‏ دسر میا بت وا .لا 
اک تا ئا تا كه 8 2 
20 هد BE E.E”.‏ .۸ 57 ۰5 . - ۴" 
NIE COTTE OOF SFT OSES E - ©‏ 
O, <‏ 12-7 از .تا or,‏ برح 





جع > انه ۔. موا ال i Ng‏ نے mM‏ 
ف۔ ٭ ل Cm CM‏ ها لاس 
کا راب ار را االو ا مآ ور رہ ب EES‏ 
- ٍِ = لپ لے لے ہے 
١2 1 dH HÉ‏ لا انا E‏ 8 8 
فلا ۰ 18 E‏ لل EE 8 . E‏ 
NEE - #0 5‏ .ھا E E SE ES.‏ 
نه .لا ۔ ENE GS COE.‏ کا 3 اگ 


×۰ :::: ا 
EC ±‏ 1.0 
ج چا« 
0 5 - 


الشكل رقم (۲۱ , ۷). المنحنى الطبيعي. 


+20 نظر ية الاحتمالات وتطبیقاتها 


P(X > 1.0( = ۳/2 > -2.5( 


0.5 - P(-2.5 > 7 > 0( 


0.5 - 0.4938 = 2 


ومن هذا بت ضح أن 0 من المسعات يحتاج 9 تغيير قبل 2 شهآ. 


مثال ۵,۱۱ , ۷ 
كان متوسط الطول لجنود آحد الجیوش هو 68.22 بوصة (إنش) وتباین 
الذين یتوقع أن يزيد طولهم على 6 آقدام فى سرية مکونة من 1,000 جندي؟ 


الحل 


حیث إن 68.22 و 10.8 < 02 فان: 





72 کے 6838 


ا ال تب سے بت 
5-2 1.15 0 


الشكل رقم (7,77). المنحنى الطبيعي. 


بعض التوزیعات الاحتمالية المتصلة ۵ ۶ 


8 .۰ 68.22 - 72 
عندما تکون 72 =× » نحصل على 5 = 2729 سر ۱2 ومن 


الجدول(۳) نجد أن : 


P(X >72) = ۳)2 < 1.15( 


0.5 - ۲)0 > 7 > 1.15( 


|| 


0.5 - 0.3749 = 1 


إذا كان يوجد 1,000 جندي فى سریة؛ فإن عدد الجنود الذين تزيد أطوالهم على 
5 = (0.1251) . (1000) 


۷,۷ تقريب ذي الحدين للتوزيع الطبيعي 

يمكن تقريب توزيع ذي الحدين (۳ ,0 :)0 بتوزيع طبيعي عندما تكون 
(م - np(1‏ كبيرة جدا وتكون " كبيرة بمقدار كافي؛ أي إذا كانت 25 0 و 25 20. 
لاحظ آن استمال أن یاخذ متغیر ذي الحدين العشوائي × قيمة معينة ‏ هو : 


P(X =x) = f(x) -) (۰ q7”; OSxsn, + 01 
٦ > E(X) =np, o = Var(X) = وجھ‎ 


إذا عرفنا متغیر عشوائيًا جديدًا 2 معطی بالعلاقة: 


x - ۵ 


أ مض 2۳ 
1/78 


٦‏ نظرية الاحتمالات وتطبيقاتها 


فانه من الواضح آن : 


E(Z) پر ع‎ =0, Var(Z) - 0۶ =1 


وبأخذ النهاية عندما تؤول « إلى ما لانهاية فإنه يمكن القول إن المتغیر العشوائی 
2 يتبع التوزیم الطبيعي القياسى . 
مما سبق یمکن صياغة النظرية التالية : 


نظرية ۱ ,۵ , ۷ 
إذا كانت م26 تمثل عدد حالات النجاح في 2 محاولة مستقلة ولکل 
محاولة احتمال نجاح م ۰ فانه لاي >8 تکون: 


۱ 0 - اله 
ے 2و 


9 





Lim P 


0ج سب [] 


(9)2 - (0)ه = 








ملاحظة ۱ , ۷, ۵ , ۷ 
تعرف هذه النظرية بنظرية دی موافر- لابلاس المركزية (DeMoiver-Laplace‏ 
(560172) 11011 وهی حاله حاصه من النظرية المعروفة باسم نظریه النزعه المركزية 


. (central ان صنا‎ theorem) 


ولائبات هذه النظرية سنحاول استخدام الدالة المولدة للعزوم. 


البرهان 
من تعریف الدالة المو لدة للعزوم حول الصفر لمتغیر عشوائی 2 نحصل 
على : 














بعض التوزیعات الا حتمالبه المتصلة 












































M(t) =‏ 
-npt xt‏ 
یل اج ۷۳۳۹ م _ 
-npt n xk‏ 
) موري | ۵م ے 
x = Û 8‏ 
1 1 | 5 11۳ 
ڪا امم )2( ۹ م 5 
aD ٠‏ 
هط )ع -npt‏ 
(q+ pe‏ ہے 
qt n‏ ا0ہ / 
pe ۳ ۱‏ + و ۰ 
qt 17‏ 2 ۱ 
۰٠ 7 ۳۹ ۱‏ | ۰۷/50 
۱ کے 0 + ۱ ات 
I: ۴ = Û 1‏ 
اب 
Vnpq‏ |47 | وميد !3 | 2٢۸‏ رد۷ 
0 و qt ٠+.‏ ا ا كي ظا ج6 
هه ور 
وله د O‏ جاو ا ل 1 ٤‏ 
۱ وم*م ‏ 4 0۷/۵2 !3 2 


۶۹۷ 


| 
۷ 


|| 
و ا 
حل 
ہے 





۸ نظرية الاحتمالات وتطبيقاتها 


وبأخذ اللوغاريتم لکل طرف نحصل على : 











ORE‏ ی رپ سے ا 
کہ 27 ہے وس و ہر لل ہی و ہہس 
ے AE aE LN‏ گے ۓگ ۔ 
۱ 009 48 ۷0 !3 2 


باخذ النهاية عندما تژول 5 إلى ما لانهاية نجد آن: 


0 


: 2 ۱ 1 
ے۔.‎ 1٥8م‎ M(t) 2 اعت‎ Lım M(t) 2۾‎ 2 


n ۲! هل‎ 


1 
وحيث إن * © هي الدالة المولدة للعزوم حول الصفر لمتغير طبيعى قیاسی. فإنه 
من الواضح أن للمتغير 2 توزيعًا طبيعيًا قیاسیا أو يتبع التوزيع القیاسی . 


ملاحظة ۲ , ۷, ۵ , ۷ 

یمکن ملاحظة أن متغیر ذی الحدین متغیر منفصل. بینما احتمال المنحنی 
الطبیعی احتمال فترة؛ أي أنه عند استخدام مساحات المنحنی الطبیعی لحساب 
الومالاك کی الس لکن الالبساقة عن قبلا سی کی السی قيا 
حساب قیم 2ء لذلك فان القيمة × تصیح فترة من 0.5-< إلى 0.5+ ۰ وهذا 
النوع من التعديل يسمى تصحيح الاتصال (io۸اcorrec ¢)continuity‏ فمثلا القسمة 
المعدلة 5 هى فترة من 4.5 إلى 5.5. 


مثال ۱۲ , ۵ , ۷ 
إذا زمیت قطعة معذلية 20 مرقء فازجد احتنال عند الصور الظاهرة بي 10 
صور و 14 صو ره باست‌خدام تفر یب التوزیم الطبیعی لتوزیم دی الحدین . 


بش ال ژ یعات الا حتمالة ال ضا ۶۹۹ 


الحل 


إذا كان × یمثل عدد الصور (11) الظاهرة» فان دالة الاحتمال للمتغیر × 


ی 
3 - لا 1 ۶ ]| 0 / 
|2) (2()2)-» 
والاحتمسال المطلو تب هو (14 > × > 2)10 ۰ وحتى یمکننا استخدام مساحات 
وتکون فترة القيم 14 > ×> 10 هی الفترة 14.5 > × > 9.5 عندما تکون 


10 - | 20/5 - و« دن ۰ 24 - 5/- | )| </20 





د || + = ۷000ء © . 


0 - 9.5 
درم _ 9.5-10 _ 
مجح« رم 
وعند النقطة 5ء × نحصل على : 
0 - 145 
ریو ے 143-10 _ 
.وس 


P(-0.22 > 2 > 2.01) 


2 
لس 
° 
۸ 
ب 
۸ 

م 


P(-0.22 > 2 > 0( + 2)0 > 2> 2.01( 


0.0871 + 0.4778 = 9 


| 


مثال ۵,۱۳ , ۷ 

إذا كان × يمثل عدد مرات ظهور الصورة (11) عند رمی قطعة معدنية 40 
مر فأوجد احتمال الحادثة 20۱ = 2) مستخدمًا تقريب التوزيع الطبیعی؛ ثم 
قارن النتيجة مستخدما توزيع ذي الحدين . 


ة + ÛD‏ نظرية الاحتمالات وتطسقاتها 


الحل 
باست‌خدام التقریب الطبيعي نحصل على : 


P(X = 20( = ۳)19.5 > X > 20.5) 








0 - 20.5 ے 20 - × ے 20 - 19.5 - 19.5 قد ہے 
10 ¥10 10 
x - 20‏ 
0.16 < > 0.16- > 
|016 > جرد > 0.16. )۶ 


0)0.16( - /-0.16( = 02 


آما باستخدام دی الحدين فنحصل على النتيجة التالبة: 


"41 “)|| - مه 


8 - ا( 





تتفت * لسا علد حسانه مباسرة باستخدام نوزیع دی 
الحدین أو عند حسانه باست‌خدا م التقریب ۷ التوزيع الطبيعى قليل جدا ولايزيد 


على 0.0004 . 
مثال؛ ۱ , ۵ , ۷ 
رميت قطعتا نرد 180 مرة. استخدم التوزيع الطبیعی المقرب لایجاد احتمال 


) أ ( علی الاقل 25 مره . 
(ب) بين 33 3 [ 4 مره 
رحر) 30 مرة على وجه الذقة . 


بعض التوزیعات الاحتمالية المتصلة 2۰۱ 


الحل 
ادا كان × یمثل عدد مرات ظهور المجموع / عند رمي قطعتی 


برد فان المتخیر × متغیر دی الحدين بمعلمة 180 = 0 5 p=‏ لایناد 





25 على الافل 25 تبداً من 24.5 إلى مالانهاية؛ أى أنه على الاقل‎ )١( 
: تصبح الفترة من 24.5 إلى ما لانهاية» وتکون قيمة 2 المناظرة هى‎ 


_ 245-30 _ 


-[ 
2 ۱ 


7 


180 


2 |x: 180, ا‎ 


Xm ڑل‎ 1 6 


| 


(علی الأقل 25)م 


1 


P(-1.1 > 2 < »©( 


۳)-1.1 > 2 > 0( + ۳0 > 2 €) 


0.3643 + 0.5 = 3 


| 


(ب) تستدل الفتر: اللا 41.5 > 6 > 32.5 بالفترة 41 > 2 > 33 
وتکون قیم 7 المناظرة هی : 
عل التقطة 375 »× : ۱ وو نانح قشي يزان روس او ۰3 
وا ة حصا عا 5 ۱ ۱ 


۱ م 30 - 41.5 ۱ 
5 =× تحصل على 3 << م2 > وباستخدام جدول التوزیم 


0۲ نظر یه الا حتمالات و تطبیقاتها 


الطبیعی القياسى نجد أن : 
P(0.5 5Z > 2.3(‏ = )541 2 > ۳)33 
(0.5 > 7 > ۳۸0 - (2.3 > ,7 > ۳)0 - 
8 = 0.1915 - 0.4893 = 
(ج) یمکن أن تستبدل الفترة من 49.5 إلى 30.5 بالقيمة 30 » وتکون قیم 7 
المناظرة هي : 


عند النقطة 29.5 = × تحصل على 0.1 = د 7 = 


5 7ء وعند النقطه 30.5 = × 


نحصل علی 0.1+ - د و > وباستخدام جدول التوزيع الطبیعی 
القیاسی نحصل على : 


۳)-0.1 > 7 > 0.1( 


P(X = 30) 


- )2( )0.0398( 
0.0796 


46 تقريب بواسون للتوزيع الطبيعي 
يمكن لتوزیع بواسون ( :*)2 أن يقرب لتوزيع طبيعي عندما تؤول ٣‏ إلى 
مالانهاية (ہہ م بر). 


احتمال متغير بواسون × العشوائى الذي يأخذ القيمة × هو: 


-11 ۳" 
۱ CE = 


ن اع و 3 ۶7 ,0 = X‏ 7 
ویکون للمتغير × متوسط يساوي التباین؛ أي لإ = E)×( = ۷ar)×(‏ 


نقرض آن المتغیر الجدید 2 هو کیک سڈ > وبذلك يكون متوسط المتغير 


بعض التوزيعات الاحتمالية المتصلة : 0 


العشوائی 2 وتباينه هما 0= E)Z)(‏ و 1-(۷۵۲/2 . 
عندما تؤول ها إلى مالانهایة(» م )۰ فان المتغير العشوائي 2 یتبم 
التوزيع الطبيعي القياسي . 
سوف نستخدم الآن الدالة المولدة للعزوم حول الصفر لتوضیح ما سبق . 
الدالة المولدة للعزوم حول الصفر للمتغير 2 ھی : 











M(t) = ۳/6۲۶۱ = E 








ال ۶آ .4 
الاج از “الاج - 
و ۲ ۲ 
گ4 خ اک 5 
۳ 0 1ئ ے 
x = Û x‏ 
ای 
1 ۱ 
3 یس کہ 
€ 0 
کر کے مو تین 
x‏ 0= × 
2 1 
و ا = 
€ ۱ 2 
با سکس + و 6۷ ہے 
1 9 
هر ۳ 6۲۲ - 


+ ۵ نظر ية الا حتمالات و تطبقانها 


log, M(t) = “Vp 3 : 1 








3 2 1 ا اه 
1 - + حجن + 1 إلا + - = 
E‏ 2۳ ° لا + ۷۲ 
4 3 
ہو + سل + + +I‏ میم - 
4 3 ۹ 





سب ج ج جو و 
بر !4 I‏ 2۱ 


بأخذ النهاية نحصل على 
Lim log M(t) =‏ 


أو أن 


2 


Lim M(t) =e 7 


و هده ی الدالة المولدة للعزوم حول الصفر للتوزيع الطبیعی القیاسی ‏ ومن هلا 
یتضح أن توزیع بواسون یقترب إلى التوزیع الطبیعی كلما اقترب ‏ من مالانهاية. 


۹ ۷ حساب التکر ارات المتو قعة 

یمکح عشان التكرارات الم که فعة )expected frequencies)‏ باستخدام 
المساحات تحت المنحنی سج مختلفة . تعطی المساحة تحت المنحنی لای 
فترة ری 2 XK‏ إلى * RE‏ پالتکامائ 


بعض التوزیعات الا حتمالية المتصلة ۵ ۰ ۵ 


حيث [0: مركز الفئة 1و ۷ هو طول الفئة . لاس ستحدام جدول المساحات 


تحت المنحنى الطبيعي القياسي يلزمنا تحويل هذه القيم إلى قيم معيارية 2 ؛ أي 


ات لما x‏ و 8 عوضاً عن | و > ©» وحيث إن المنحنى الطبيعى 
فى الفترة (ص , صه-) فیمکننا (یجاد المساصات تحت المتحتی انی ن 
لاسي من تہ إلى قیمسةامن قیم 2 (من الجدول رقم ۱ ,ا یمگن ابد 
المساحات المناظرة للفثات كما یلی : 

x 2 sk | 

و 

5 

وللحصول علی التکرارات المتوقعة نضرب المساحة المناظرة (المقابلة) فی 
7 ڑھ هو التکرار الکلی للتوزیع) . ۱ 


١‏ حسات احدائیات التوزيع الطبیعی 
إا کات لدینا الرغية فى تمثیل المنحنی المطایق لمجموعة من البیانات 
بیانیاء پلزمنا معرفة ارتفاعات (آطوال) عدد من الاحدائیات (۰)6070102165 ویمکننا 


۵۰1 نظرية الاحتمالات و تطبیقانها 








سک > 
چس ھا 1 € 1 ت( 


5 ۷۵ 
حيث إن ;× مركز الفئة 1 ذات طول ط. ارتفاعات (أطوال) الإحداثيات للمنحنى 


ظ : j‏ 
الطبيعي القياسي في -- ٠‏ والمناظرة لقيم 2 تعطى كما يلى : 





RK‏ وص ید ره رز سے 2 وش وه 


تعطی فيم ( ;0)2 بالجدول 2. 

وحیث إن 2 تمثل التکرار الکلی. فانه للحصول على آطوال الاحدائیات فى 
وحدات من 8 تضرب قیم (:۵)2 فى 70 . ویمکن الحصول على إحداثیات المنحنی 
المطابقة من العلاقة : 


:902 6 = (×)] 
يوضح المثال التالى مطابقة المنحنى الطبیعی لمجموعة من البيانات أو المشاهدات . 


مثال ۱۵ , ۵ , ۷ 


ادرس مطابقة المنحنی الطبیعی لتوزيع الاوزان التالمة : 


| 44-74 <2-55 | 56-59 | 60-63 64-67| 






| 40-43| 36-39 | 32-35| 28-31 0 رن 







بعض التو زيعات الا حتمالية المتصلة ۷ ۵ 


الحل 






OS. OBIE‏ مد او تفت با ٣٤ھ‏ ام 
و نو ساد ٠‏ تی سو را 1 


یں الآن 





نے © 
12 7 65 ۳ 
ات 000 ° ° ` 
58 - 4.۰۷365 - 


|| 


4/2.1652 = 4)1.47( = 5.88 kg 








| 6.6033 | 
| 0.0213 
0.0878 
5 | 
6.2 
4 ا 
0.2468 | 
0.1006 
| 00252 

0.0041 





0.0029 | 0.0159 | 


0.0808 | 0.1581 
| 0.2389 | 1 
| 0.4880 | 9 





0.9066 | 0.0712 | 
0.9778 5 
| 0.9963 | 0.03 
0.9996 | 0.0004 





بالجدول التالی : 


قوم 


فعة 


و 


حداثيات 


التوزيع 


۵ ۰ ۸ 


4 الا حتمالات وتطبقاتها 


بعض التوزیعات الاحتمالیه المتصلة ٩‏ ۰ ۵ 


۱- آوجد الدالة المولدة للعزوم الأربعة الأولى للتوزیع المستطیل على الفترة 


( 1/2 , 1/2-) 
۲- () اذا كان معدل صلاحية جهاز تلیفزیون 12 شهرآ". ما احتمال أن 
تکون مدة الصلاحية أكثر من 18 شهرا. افترض أن التوزيع توزيع أسي. 

(ب) إذا كان للمتغیر × توزیع أسى معطی بالعلاقة : 


© & عو کے تا € 
ما متوسط» وتباین» والدالة المولدة للعزوم للمتغير ×؟ احسب الاحتمالات 
التالية : 
۱- ( 3 < ۸ )۲۳ 
اه 2۱ تچ | و 2 2 ۳ 


۳- ( أ ) آثبت أن الانحراف المعیاری لمتغیر × ندالة الكثافة الا حتمالية 
O0, ly‏ سر , *“ 06 - ()۲ 


= 1 
شو . -_۔۔ سے 
OL‏ 
ج 
حيث ثابت ولا ثم آوجد. 1۷ وآثبت أن 4= به , 9 ديه . 
؛- (1) إذا كان للمتغیر العشوائی × دالة كثافة احتمالیه : 


0۱۰ نظرية الاحتمالات وتطبيقاتها 


آو جد التوقع والتباین للمتغیر العشوائی . 
(ب) دالة كثافة احتمالية للمتغیر العشوائی × هی : 


ث ان 


e *+ م‎ 


6 چچ: 052 د 


آو حد -١‏ الثابت A‏ . 


اد ( 1 ۴ , 


-٥‏ إذا كان ۷, × متغیرین عشوائیین مستقلین ویتبعان توزیع جاما » فأوجد 
التوزيع لكل من : 


SET] 


(x2 - 6× + 9) 


-٩‏ ڑ٢‏ ]ذا كانت سادلةا الیتعق الطیعی ع * مط 
فأوجد قيمة الثابت ۲ » ثم أوجد المتوسط والانحواف المعیاری. 

(ب) آثبت أنه في التوزیم الطبیعی یکون الانحراف المتوسط (عن 
المتوسط)مساويًا تقربّا ‏ انحرافه المعياري. 
۷۔ (1 ) إذا كان × یتبع التوزیع الطبیعی بمتوسط صفر (0 = هإ) » وانحراف 
معیاری 0.6 (0 = 6) ؛ فأوجد (52)3<0 و (1.8> × > ۳)0.2. 


(ب) فی توزیع طبیعی متوسطه الوحدة وانحرافه المعياري  )3(‏ آوجد 
PE EK 56,19 - ١‏ , 


بعض التوزيعات الاحتمالية المتصلة أ 2١‏ 


PUA > 2 > 6.19( ۲‏ . 
(ج) آوجد إحدائيات المنحنی الطبیعی عند کل من : 

۱ . ے2‎ 1.27 -١ 

. 7--2.08 -۲ 

۳- 0.84 > 2 . 
۸- آثبت أنه إذا أخضع المتغیر العشواتی × للقانون الاحتمالی المنتظم المتصل 
على الفترة (۵,0) أن احتمال أن يأخذ المتغیر العشوائی × قيمة تقل عن 
(۵۔جا) 2+۳۴ هو م. 
۹- إذا مثل المتغیر العشوائی الزمن الذي ينقضي حتی یتوقف جهاز منذ بداية 
تشغيله» وکانت دالة كثافته (×)۴» ودالة توزیعه (۴)۸» فأثبت أن معدل الإخفاق أو 
توقف الجهاز (ع#داانة؟) هو : 


Z(x) = 1 - F(x) 


( أ ) أثبت أنه اذا آحضم × للقانون الاسی للاحتمالات فان معدل 
الا حفاق أو الفشل یکون مقدارا ثابتا؛ أي لایعتمد على الزمن ×. 
(ب) آثبت أنه إذا أخضع × لقانون وایبل ذي الکثافه الاحتمالية : 





۳۹ 
۱ B=] ۵ 
ات‎ e 3 ۱ X> Û 





7 
f(x) = 8‏ 
خلاف ذلك , 0 


فان معدل التو قف هو: 
5 





۰ - لدینا المعادلة التفاضلية التالية : 


۲ ۵ نظرية الاحتمالات و تطبقاتها 


1 dfx) _ 8 - × 
f(x) يل‎ 0 





تحقق أن هذه المعادلة التفاضلية تعطی (بالاختیار المناسب للشوابت 
ول لا يت : 

.۵5 < قانون جاما عندما یکون ۵<0 ,0-۷-0 ,فإ‎ )١( 

(ب) القانون الاسی عندما یکون 0 << ۷< »© ,0 < . 

(ج) قانون بیتا عندما یکون 0 >- ٤‏ ,بهم - ۵ اڈ 1د 

رو انیت آنه عندما 0 >۷ > ث] ,0 <0 فان المعادلة التفاضلية تؤدى 
إلى القانون الطبیعی القياسى . 
-۱١‏ (۱) إذا أخضع لمتغیر العشوائي 2 للتوزیع الاعتدالی المعياري فاحسب 
احتمال أن يأخذ المتغیر قیما 

کت کی سے 114 , 


۲- آقل من 0.36 . 
۲- بين 0.46- و 0.09 


بين ودل- و 1.12 . 


(ب) إذا كانت 2 هی قيمة 2 التی تجعل 





. 0 > 0.01 -١ 
. 0 = 0.05 -۲ 


تحت المنحنی : 


بعض التوزیعات الاحتمالية المتصلة ۰۱۳ 


(1) می 2-10 إل 1-135 . 
(ب) مرن 11,4 عع الی 1425 ز . 
(ج) می 2-8 آل 2-18 . 


۳- إذا كان المتغیر العشوائی × یتبع التوزیع الطبیعی (225 ,100 فأوجد 
الا حتمالات التالمه : 

. ۳)2 > 92.5( CI) 

(ب) 1075351 > 2)2 . 

(ج) (124 < ۲)7 . 

۳۱۱12 5 ۷ ۶ 12891 0 ( 

رس (127 > 2 > ۳/9۱ . 

)و ()76 P(X>‏ . 
)١( -٤‏ إذا كان للمتغير التوزيع الطبيعي (*0 N),‏ ۰ وكانت 9 + 22 - ۷ 
فوضح أن للمتغير العشوائى ۷ التوزيع الطبیعی (2562 , 9 + (۲)۵. 

(ب) آوجد توزیع المتغیر العشوائی 10 + ×5 = ۷ إذا كان المتغیر × یتبع 
التوزيع الطبیعی بمتوسط 10 وتباین 25. ومن ثم آوجد: 

. ۲)۷ > 54( -١ 

. P(Y > 68) ؟-‎ 

۳- (67 > ۷ > ۳52 . 
065 (1) اذا كانت درجات امتحان المقابلة الشخصية فى كلية التربية تتبع 
التوزیع الطبیعی بمتوسط 500 وانحراف معياري 100 (100= 0 , 500 = ) » 
فأوجد احتمال حصول طالب على درجة : 

۱- أغل من 650 . 

۲- أقل من 250 . 

تس وين 25 چ 01225 


۵۱ نظرية الا حتمالات و تطبیقاتها 


(ب) یتطلب الالتحاق بكلية عسكرية طولا معینا. إذا كان الطول المطلوب 
یتبع التوزیم الطبيعي بمتوسط "2 ,'5 وانحراف معیاری 4 إذا كان آصغر 
مطلوب للانضمام إلى الكلية هو "4 ,5 فما نسبة المرفوضين يسبب آطوالهم؟ 
)١( -5‏ إذا کان للمتغير × توزيع طبیعی (9 ,69) فأوجد احتمال أن يكون 

1 فلا ر 

SSS -١ 

(ب) إذا كانت الدالة المولدة للعزوم للمتفیر × هي "2*7 ب (غ)1/1 
فارجد (16 > 2 ۳4 و )0 >> 10-)۳. 
-١7‏ إذا كان معدل الوفیات للمصابین بمرض الملاریا 2096 فأوجد احتمال أن یکون 
عدد الوفیات فى قرية ما بين 70 و 80 من أصل 500 شخص مصاب. 
۸- آثبت آنه لیس للقانون الاسی للاحتمالات ذاکرة أو هو فاقد الذاکرة 
(essاmemory)؛‏ آی آثبت أنه إذا ایی المتغیر العشو ائی × للقانون الأسى فان : 

(۱ < )۳ - (و < ۱ ۱ ابو > P(X‏ 

اي عددین حقیقیین موجبین ۰5,۱ 
۹- إذا كان بمقدور قسم الریاضیات في كلية التربية أو كلية العلوم قبول 150 طالب 
من نظام مستويات» وکان احتمال القبول في القسم هو <-. إذا افترضنا أن السياسة 
لتعليمية تنص على قبول 450 طالبّاء احسب احتمال قبول آکثر من 150 طالبًاء 
واستخدم نظریه لابلاس - دیموافر المركزية لحساب ذلك. 
٠‏ - مدة صلاحة جهاز مقيسة بالساعات تمثل بمتغیر عشوائی متصل دالة کثافته : 


بعض التوزیعات الاحتمالية المتصلة ۵ ۱ ۵ 


(ب) ما احتمال أن يعمل الجهاز فى الفترة [50,150]؟ 

(ج) آوجد احتمال أن يعمل الجهاز لمدة آقل من 100 ساعة. 
-١‏ تصل حافلة لنقل الطلبة إلى بوابة الكلية فى فترات زمنية طولها 15 دقیقة؛ 
أي بعد كل ربع ساعة بدءا من الساعة السابعة صباحا أي إن الفقترات ھی 
... ,7.30 ,7.15 ,7.00 إذا وصل طالب إلى موقف الحافلة المعتاد فى فترة زمنية 
موزعة توويقًا بلک ين زا28 یل فأوجد مقذار استمال آن يعظر الطالب: 

0 اقل من 5 دقائق. 

(ت) أكثر من 10 دقانق. 
۲- يعمد المدرس عادة فى امتحان مادة ۲۶۱ (إحص) فى اعطاء التقدیرات 
باستخراج طریقة المنحنی الطبیعی (normal curve)‏ » أي پات درجات الطلاب 
وسيلة لتقدیر معالم التوزيع الطبیعی اوک > ومن ثم يعطي تقدیر ۸۲ اللطلبة 
الحاصلين على درجة آعلی من © + ۰ وتقدیر ”8 'لطلبة الحاصلين على درجة 
بين لإ و +٥‏ ۰ وتقدير “٣”‏ للطلبة الحاصلين على درجة بین لإ و ۲-6 وتقدیر 
”0ا“ للطلبة الحاصلين على درجة بین26 - و ۰1-0 وتقدیر ”۴“ للطلبة 
الحاصلين على درجة أقل من 1-26 . 

إذا كان المتغير العشوائى × يمثل درجات الطلبة فى ذلك الامتحان» فحدد 
تسب الطلة الحاصلین على تقدیراث ۸ و 8 و 6 و 2 و ظ و 8. 
۳- ادرس مطابقة التوزيع الطبیعی للبیانات التالية مست‌خدما طريقة المساحة 
»)area method)‏ ثم احسب إحداثيات التو زیع . 
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وقارن د بين التکرارات الحقيقية والمتوقعة بیانیا . 
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نظرية الموتوقية 
© مقدمه © داله ین ودالة معدل انماع 


© الأنظلمة بس والمنسلسلة © تطبيقات على 
الصيانة 9 تماریسن 


۸,۱ مقدمة 

تعد نظرية الموثوقية (ومعطا ونانطه‌ناع) واستخداماتها فى المجالات 
المتعددة من تطبيقات نظرية الاحتمالاات المهمة. وتهتم نظرية الموثوقية بدراسة 
أطوال حياة الأنظمة أو الوحدات المكونه لها. ويتشعب استخدام هذا المفهوم 
ليشمل عدة مجالات : مثل الأنظمة أو الأجهزة الإلكترونية والوحدات المكونة 
لهاء كأجهزة الراديو والتليفزيون. كما تشمل أجهزة النقل الحديثة كالطائرات 
والسيارات التي تعمل بأنظمة الحاسب الالی» بالإضافة إلى أجهزة الدفاع الجوي 
والرادارات. كما قد تكون الوحدة - جزءا حيويًا فى - 5 جسم الحيوان أو فى جسم 
الرنسان» وقد یکون المقصود بها طول الحياة اسان ی يعاني من مرض عضال أو 
مرض يرجى برؤه. وربما يكون طول الحياة المدة التى تعتمد فيها شركات التأمين 
على التأمين وتحليل المخاطر (3281([:515 لهند) أو طول المدة التى تعمل فيها 
محطة توليد الطاقة الکهر بائیة (0ہ ٥١ء‏ :عمم) أو المفاعل النوو 7 دون عطل أو 
دون توقف إجباري . لعل هذه بعض الامثلة للتدلیل على أهمية نظرية 


۵ ۷ 


01۸ نظرية الاحتمالات وتطبيقاتها 


الموثوقية واستخداماتها فى مختلف المجالات العلمية. 


سنتعرض فى هذا الفصل لاساسیات الموضوع ونشیر في المراجع لبعض 
الکتب المفيدة فى هذا المجال للقراء الراغبین فى دراسة أكثر تفصیلا . 


۲ ,۸ دالة المو و قية ودالة معدل الاحفاق 
سبق أن عرقنا دالة التوزیع الاحتمالية على آنها 
P(X >‏ = )۳ 
(ذا كان المتغیر العشوائي × هو طول حياة جهاز(7ادوه) أو طول حياة وحدة 
0 ف فان 26 متغیر عشوائی حقیقی قير سالب؛ اي پاعة قيمة علی الج 
قير السالب من خط الاعداد الحقيقي . 


ت ۲,۱ ,۸ 
دالة الموثوقية» ويرمز لها بالرمز 180 هي احتمال آلا يقل طول حياة 
وحدة أو جهاز عن زمن ×؛ أي أن 
P(X >t)‏ = () ۲ 
نلاحظ من التعريف ان 
0> ۶5) 1-۶ - ن) ۹ 
() ۳ - 1 - 
تسمی آحیانا ()۸ بدالة الصلاحية أو دالة الاعتمادية . 
سبق أن ذکرنا بأن علاقة دالة الكثافة الاحتمالية (إن وجدت) ترتبط بدالة التوزیع 
الا حتمالية كما یلی : 


مد 
۳۵ = نع 
)1( 21 )( 


= lim 


f(t + At) - f(t) 
eA 


نظرية الموثوقية ۹ھ 


P(t > 2 >] +41 (‏ سے 
تسد 1 1100 ع 
نعتي هذه العلاققف بالتقریب ‏ أن طول الحياة ينتهى لون الفترة At)‏ بے (t‏ 
باحتمال ۸۲ ()] وبالتالی » باشتراط أن الوحدة كانت تعمل حتی الزمن 5 
نحصل على تعريف معدل الاخفاق أو معدل الفشل (failure rate)‏ . 


تعريف ۲ ,۲ ,۸ 

یعرف معدل الاخفاق( الفشل) ۰ ویرمز له بالرمز ۲0 أنه احتمال 
الإخفاق الآنى لوحدة في الفترة (41 + ],6) إذا علم آنها كانت تعمل حتى 
الرمن ‏ ؛ أى أن : 


P(t > 2 <t+AtIX>t ( 
11 At 


نلاحظ من التعریف السابق آن: 


r(t) = lim 7 


2+ کید , وا 





At ۳۸ <1 (‏ بت 
it F(t +At) - F(t )‏ ل[_ _ 
۸۱ ہے وق ۲ 
100 _ 
R(t)‏ 


تربط العلاقة الا خيرة بين : دالة الكثافة الاحتمالية ودالة المو ثو قبه أو دالة التوزیم 


0۲۰ نظرية ال حتمالات وتطبيقاتها 
نظرية ۱ , ۲ ,۸ 
ترتبط دالة الموئو قية بدالة معدل الاخفاق بالعلاقة التالية : 
1 
R(t = exp )- | r(u) du ( , 1 >0‏ 
0 


البرهان 
من تعريف معدل الاخفاق نعلم أن : 
(u)‏ 


۲ )۱! (= ے کت‎ 
۹)0) 
21 نی سے‎ 
1 (u )= — F(u) 
(u ) 2 (u) 


0 ۴ 
ی‎ )1 - R(u)) 








_ _ {RW 
du 
بالتعویض نجد أن:‎ 
1 “لل‎ )0( 
۲ )11( د‎ "ROD du 


ومنه نجد أن : 
(u) = ın Ro)‏ ۲ - 
du‏ 
وبتكامل الطرفين من صفر وحتى ) نحصل على : 


| 
R (t) = 60 )- | r(u) du 
0 


نظرية الموثوقية o۲۱‏ 


وذلك لان ۸)0(=1. وبذلك يتم برهان النظرية . 

قد نصادف فى حیاتنا العملية أطوال حياة وحدات مقيسة أو دورات كاملة 
للآلة» أو عدد الكيلومترات التى تقطعها السيارة أوأى وحدات متقطعة أخرى . 
وحتى تشمل التعاريف السابقة التسوویعات المتصلة و المتقطعت فانتا نعرف دالة 
الموثوقية لمتغير عشوائی نهائى أولانهائى مثلا يأخذ القيم ...,0,1,2,3 . 
پاتمالات -برطی 2.2 على أن: 


R (x) = P(X>x) 


9 8 


[ + × ع | 


۸ 
F‏ ار 12ت 
() ع ۱ 





()۳ - 1« 
كما نعرف دالة الا خفاق الاحتمالية على آنها: 
۲۰ = (() ۲ 
R(x)‏ 


۳ تطبيقات على بعض التوزيعات الاحتمالية 
تنحصر التطبيقات فى هذا البند على التوزیعات الاحتمالية المعرفة على 
خط الاعداد الحقيقية أو على مجموعة الأعداد الصحيحة غير السالبة . 


مثال ۱ ,۳۲ ,۸ 


أوجد دالة الموثوقية ودالة الإخفاق الاحتمالية للمتغير العشوائى × الذی يتبع 
التوزيع الأسى (صمنادطتتاونه ia1اexponen)‏ بدالة كثافة احتمالية 


o۲‏ نظرية الاحتمالات و تطبیقاتها 


0خ . لا سس ۴ ۲ = f(D‏ 
الحل 
من تعريف دالة الموثوقية نلاحظ أن : 
R(t) = ۳۲ ) X>t)‏ 


= 1 f(u) du 


ارم لک 
ومن ذلك نجد أن دالة الاخفاق هی : 
ا۔م 
R(t)‏ 
2_ 
اس 0 
0 
م - 


أي أن دالة الإخفاق ثابتة فى التوزيعات الاسية . 
یمکن الان إعطاء الخاصية التالية للتوزيع الأسى . 


نظرية ۳,۱۱ ,۸ 
إذا کان 1 متغیر عشوائیا أسيًا بدالة موثوقية معرفة كما یلی : 
R(t) - 60 )-۱( , )]<0‏ 
فإنه لای عددین حقيقيين غير سالبین ۱ یکون: 


نظرية الموثوقية 2 


ا بوك قح 36 [ ہورے ۳06 
البرهان: 
لدینا من النظریة ما یلی : 
"7 ہے (۱< PX‏ 
ومن ذلك تکون : 
5 يوب عد عو عد رت 
وبالتالي فان : 


- م‎ ERED gE 


A X 


6 = 
كتفي النظرية السابقة على أن. اسعمال ان يقل طول الحياة وحدة عن )+ × 
إذا علمنا آنها عاشت فترة مقدارها ؛ تساوي احتمال أن يقل طول حياتها عن× › 
وبمعنی آخر: آن طول السياة المستقبلبة لا یعتمد على طول الحياة الناضية: 
وتسمى هله بخاصية فقدان الذاكرة (600:91655) للتوزيع الأسى ۱ 


مثال ۲ , ۲ ,۸ 
آوجد دالة الموثوقية ودالة الاخفاق الاحتمالية لمتغیر عشوائی 
يتبع توزیع وايبل (۸ 10ا distribu‏ 1ااWeibu)‏ بدالة كثافة احتمالية : 


لا 210 یط یل 2 لا ۷ 6 17 (0)] 


الحل 


نحسب داله الموئوقية کالتالی : 


۶ ۵۲ نظرية الاحتمالات و تطبیقاتها 
(۸۵۲ ) ۲ ع RO‏ 


= 0 f(u) du 


6۲ - | ر‎ i 
- 6 ار‎ Û جو ان‎ 
/ ] 


-| ی‎ 2 002 u °( 
۱ 


بالتعویض عن ۰ 0 2 = ۰۷ عع ۷ )0 < ۷ 


لكك از ۲ 


54 


1ے 0 
ومن ذلك تکون دالة الاخفاق الاحتمالية ھی : 


10 


oD 
0 
یی‎ eg, AE “ےر‎ 
ع رو‎ 


نلا حمل من صعه دالة معدل الا خفاق أن )2 دالة متزايدة لقيم [ و 1 


نظرية الموثوقية 00 


يشار عادة إلى الدوال التو زیعیة التي يكون فيها (۲)0 متزايدا بدوال ذات 
معدل إخفاق أو فشل متزايد :۵۸٥(‏ عتنالنة؟ عصندهه»هن) ويرمز لها بالرمز م از 
«(IFR)‏ آما إذا كان (0: متناقصة فيقال إن توزيع معدل إخفاق أو فشل متناقص 
(decreasing failure rate)‏ م | .(DFR) û‏ 


مثال ۳ , ۳ , ۸ 
إذا كان 1 متغیرا عشوائیا یتبع توزیم جاما بدالة كثافة 


۸۱ ۔ e‏ 2 او 


وھ ج051 ولا < و لات با ۹ 
1(n)‏ 


(1)] 
فاوجد معدل الا خفاق وادرس تزایده أو تناق 
الحل 

سبق أن برهنا أنه إذا كانت 8 عددا طبيعيًا موجبًا فان: 


I (n) =n - ! 


1 (n)=n - (1 (n - 1) 
من تعريف الموثوقية نجد آن:‎ 
R(D) = P(X >t) 


= 1 f(u) du 


5 


1 
(م) ] 





ہق 6۰۲ °“ ری ,2) 2 ۱ 
ا 


٦م‏ نظرية الاحتمالات وتطبیقانها 


باس بخدام التكامل بالتجزىء نجد آن 


R()= ع‎ *' 





2 9 3 ۱ 11-1 
1+ At + (At) 1 (At) ا ہے پل‎ ۱ 
21 ا3‎ (n-1)! 





من ذلك نجد أن دالة الاخفاق الاحتمالية هی : 











لے 
80 > (1)1 
n -| - [‏ ۱ 3 او 2 ام " 1- 1 ۱ 
تو وا وی ا فا روي 
T(n) 2! 3 (n-1)!‏ 





نود الآن استخدام صيغة آخری لدراسة سلوك الدالة (×) من حيث التزاید أو 
التناقص » فنك فنکتب : 


۳( | ۲ = 2)07/100 


تہ ادہ وين ہر یوق ےا میں ۱ 


X 


٢1 
تحصل علی‎ uy +) بوضع‎ 


۳ [ ا‎ / ۸ )۷ +t) + ACD dy / t ۸-1 1خ - ج‎ 


وا ا کین ۶ ا ECT‏ | 
1 ۳ 


ومن ذلك نلاحظ أن (1)0 ۲ تكون دالة متناقصة إذا كان 1 <5؛ أي أن الدالة 
()):متزايدة لجميع ثيم [ < 1 + أو بالمثل بللاحظ أن الدالة )۲ متنافصه لجميع 


نظرية الموثوقية o۷‏ 


قيم 1 > وتكون الدالة (): دالة ثابتة عندما [ -2 » ویصبح التوزيع فى الحالة 
الأخيرة آسیا. 


ملاحظة ۸,۳,۱ 


للمجموع ۽ ۳ رم الي نمبر دالةالموثوقية» وبالتلي لا یمکن ایجاد صیفة عقا 


پز > | 


لدالة الإخفاق (الفشل) الاحتمالية. 


٤‏ ,۸ الأنظمة المتوازية والمتسلسلة 

یعتمد توزیع زمن الا خفاق لجهاز ما على العلاقة بين وحداته» أو بصورة آدق 
على التصمیم (065180) للجهاز . فکلما زادت وحدات الجهاز أو النظام تعددت 
آشکال التصامیم الممکنة له. مثلا یوجد تصمیم واحد لنظام یتکون من وحدة 
واحدة فقط كما هو واضح من الشکل رقم ٤, ١(‏ ,۰۸ بینما توجد طریقتان 
لتصمیم نظام مکون من وحدتین كما هو واضح من الشکل رقم(۲ ,4 ,۸). 


اس اس 


الشكل رقم ١(‏ و ةوقا نظام مکون من وحدة. 


۸ ۲ ۵ نظرية الاحتمالات وتطبيقاتها 





الشکل رقم (۲ , ,۸). نظام مکون من وحدتین. 


آما التصامیم الممكنة لنظام من ثلاث وحدات » كما فى الشکل رقم (۳, ,۸ 
تصل إلى خمسة تصامیم فى حالة تطابق الوحدات وأكثر من ذلك فى حالة اختلافها . 





الشکل رقم (۳, ٤‏ ,۸). آنظمة مکونة من ثلاث وحدات. 


نظرية الموثوقية 0۹ 


يشترط مهندس الصيانة لجودة التوصيل أن يكون مترابطًا (7©80عدامء)» ویقصد 
بذلك أن لكل وحدة من وحداته دورا تقوم به فى عمل النظام» وأن عمل أي 
وحدة فيه ينعكس إيجابيًا على عمله. سندرس فى هذا البند موثوقية بعض هذه 
الأنظمة التی تتميز ببساطتهاء وبالآخص الانظمة الس زی (parallel systems)‏ 
الشكل رقم 253 2 ياه وال نید المتسلسلة أو المتوالية )series systems)‏ الشكل 
رقم (۸,۰) مهما كان عدد الوحدات الداخلة في تكوينها. 





الشكل رقم (؟ ٤,‏ ,۸). نظام متواز مكون من 1 وححدة. 


الشکل رقم (5, ٤‏ ,۸). نظام متسلسل (علی التوالی) مکون من ١‏ و حدة. 


تعریف ۱ , ۶ ,۸ 
يقال للنظام الذي يعمل - إذا كانت تعمل على الأقل إحدى وحداته - نظام 
متواز» كما فی الشكل رقم ٤, ٤(‏ ,۸). 


+ ۵۳ نظر یه الا حتمالات وتطبيقاتها 


تعریف ۲ ,4 ,۸ 

يعد النظام متسلسلاً |ذا كان يعمل بشرط أن تعمل جميع وحداته مثال 
ذلك الشکل رقم (۵ ٤,‏ ,۸). نقدم فیما يلي طريقة حساب دالة الموئوقية ودالة 
الا خفاق الاحتمالية فى النظامین المتوازی والمتسلسل. 


قلي ارڈ 
إذا كان نظام مکون من وحدة مستقلة وموصله على التسلسل وموثوقياتها هی 
۵ ,... ,2 ,1 1 , (0) ۰15 فان دالة الموئوقية للنظام هی : 


11 
RO = [ÎR ¢ 
= [ 


البرهان 
نعرف أن موثوقية النظام هى : 
R(t) = P(T > )(‏ 
(یعمل النظام فی الزمن ) ۲ - 
(جميع وحدات النظام تعمل في الزمن ) ۲ = 
وذلك لأن النظام متسلسل . 
(تعمل الوحدة الأولى؛ ۰.۰.۰ تعمل الوحدة « فی الزمن ۲) ۴ = 1)0 
لات E‏ مار 1 P(T 2t‏ = 
ولأن الو حدات مستقلة فان : 
Das 1 #1‏ خی BD: FO‏ ۳ را 


- [Î P(r >o 
اع[‎ 
11 
-11 


1= | 


نطریه المو ئوقية 61 
آما بالنسبة للنظام المتوازي فإننا نبرهن النظرية التالية : 


نظرية ۲ , ؟ ,۸ 
إذا كان نظام مکون من 2 وحدة مستقله وموصلة مع بعضها على التوازي 
وموثوقيتها هى: ص ... ,2 ,1 -0(,1), ۸ء فان موثوقية النظام هی : 
11 


8/61 = II 1 - 8 )0[ 


| -] 
البرهان 
فى هذه الحالة 
R(t) = P(T > 0‏ 
(یعمل النظام فى الزمن )٢‏ 2 = 
(النظام لا يعمل بعد الفترة (t‏ ( - 1 - 
(جمیع وحدات النظام لا تعمل بعد فترة ؛) 1-7 - 
ولآن النظام متواز 
(الوحدة الأولى لا تعمل بعد ۰ ... » الوحدة 8 لا تعمل بعد ]) 1-۳ = (8)0 
راک واگ ہا وت 8 لالع ٭ 
ولآن الوحدات مستقلة عن بعضها تکون: 
PE 0‏ 6۱۰۰ ۳۳ نے R=] «PT‏ 


01 rE 
5 


1 


-:- 0 - P(T; > 0[ 


| - | 


۲ ۵۲ نظر ية الاحتمالات و تطبیقاتها 


n 
R(D ع‎ 1 - 11] 7 0 | 
[[ 
: وجدنا فى البند را أن‎ 
0 ۱ 
T(t) = - -- [n R(t) 
dt 


وعندما یکو ن النظام نین ا فان : 


۰0-011, 
۱ 5: 


11 


dt ۔:‎ 


| > | 





 )1(‏ ۲ ر 
با 
أي أن دالة معدل الاخفاق لنظام متسلسل تساوی ھت دوال معدل الإخفاق 
للو حدات المکو نة له . 


كال ۸٤٥:۹:‏ 
لدينا وحدتان مستقلتان يتبع توزيع الحية فیهما التوزیم الاسی 
وبمعلومتین 0.05 <ر 2 , 0.01 = 2 وصلتا معا لتک ونا نظاما مترابطا (60۳67600) 


نظرية الموثوقية 2۳۳ 


(0 توصیل الوحدتین على التسلسل. 
(ب) توصيل الوحدتين على التوازي 


الحل 


نلاحظ من معطيات المثال أن : 
=e 996!‏ ن), 2 ,0-۳۳۲۲ ٦‏ 
وهما موثوقية الوحدتین. 


() عند توصیل الوحدتین على التسلسل تکون موثوقیة النظام هي : 


م2 
R(t) = 11 R 9‏ 
[ =1 


- ۲ (D.R ,)0 


- 00 - Û. 
a ۰00۱۲ ی‎ 20051 


1 0.06 يد 


(ب) عند توصيل الوحدتين على التوازي تكون موثوقية النظام هى : 


2 
رم 8۵-۱-1107 


کے 
(OAL E a)‏ - 1)- 1= 

+R ,)( .R 200‏ 0)ر 5 - (), 5 - 1 - ات 
بناج RK‏ ک - (اار ۴+ O‏ +1 < 


1 مب OB‏ مب )00ج ہے 


‡ 0۳ نظرية الاحتمالات و تطبیقانها 


يلاحظ أنه یمکن حساب احتمال أن يعمل النظام أو الوحدات لمدة زمنية معينة لا 
تقل عن ى ] مثلاء أو ذلك بالتعویض فى دوال الموئوقية المناظرة لاي منها. كما 
يكن ساب نل التطاق الالحسالى لاقل جا : 

على سبیل الخال : تلاحظ آن معدل الأحفاق للرحدۂ الآولى: 


7 0 
۲ )]( ح‎ -- 11 1 )1( 
dt ¥ 


d‏ رت 


RR )‏ ل ہہ حم 
R ,(t) dt 4‏ 


1 


۰ - 0.001 1 


, )-0.01( 35 - 0.01 1 





0.01= 
فى الواقع سبق أن تعرفنا على أن معدل الا خفاق أو الفشل للتوزيع الاسي : 
-e *‏ 1= )۳ 
هو ثابت ویساوی ۸ . 
من ذلك نجد أن معدل الاخفاق للوحدة الثانية هو : 
05 - )د ۲ 
آما معدل الا حفاق للنظام المتوازي المکون من الوحدتین فهو : 


| ٤3 
r(t) چ‎ RO dt K(t) 


0۳۵ نظرية الموثوقية‎ 
r(t) = - : 0.01 | + م‎ - 0.05 1 ۳ - 0.06 Û ۲ - (Ole - 0011 - 005e - 0.05 | +0066 - 0.06 ۲ ۱ 


سنری فیما يلي آننا نستطیع إيجاد موثوقية بعض الانظمة الاکثر تعقیدا 
باستخدام موثوقية الأنظمة المتسلس له والمتوازية بالرغم من بساطتها. 
لتو ضيح ذلك يمكن مللااحظة الشكل رقم رز ركع وآنه یمکن التعبیر عن 
النظام الكلى وكأنه ثلاثة أنظمة جزئية موصلة على التسلسل . نحسب عادة موثوقية 
الأنظمة الجزئية» ومن ثم نحسب موثوقية النظام الکلی الشامل لكل الوحدات. 


۲٣ - 


1 
7 
و 

1 


3 





الشکل رقم Af,‏ نظام مر کب ومکون من سبع وحدات. 


یمکن توزیع النظام إلى ثلاث مجموعات يكون کل منها نظاما جزئيًا كما یلی : 
ره c= cg,‏ 1 و 6 ,ما , او > , و ۵ راسم 


3 
R (ا)ر‎ = 1 [1] ® 
75 


9۳1 نظرية الاحتمالات وتطبیقاتها 
-R ,0([.]1 - 200[ .]1 - ۱00(‏ 1]- 1= 
ومونوفیه النظام المتوازی 8 المتسلسل هی : 


۰ 
R p(t) = 11 R ;(t) 
=4 


(1)۔ =R ,)۱( ۰. RK‏ 
وآن موثوقية النظام © هى : 


1 
((), کا - 1 11 - 21 )ع ۹ 
6 > | 


-1 -]1 -R 01.]1)م‎ - 2 ,)([ 


ولكننا نعلم أن الأنظمة الجزئية ۸,8,٤‏ موصلة على التسلسل. ولذلك فان 
ş(D. 15 20‏ 0101م R(}) =R‏ 


RD = {1- | 1-R .امه ×× | .]20 ×× ]ام‎ (FR جھر عم‎ |] ۰۸ co] ۰] ٠٢۰۶ مب‎ 


إذا فرضنا تطابق أو تماثل الوحدات فى النظام السابق؛ أي أن : 
RO=R (O ,I1=l,2,7‏ 
عندئل تکون موثو قبة النظام الکلی هی : 


نظرية الموثوقية نف 


8۵-۱۱] -R r] °}. {RO} | +۶ زم‎ 2) 


۵ ,۸ تطبيقات على الصيانة 
من أهم تطبيقات الموثوقية استخدامها فى إيجاد سياسة جيدة 
للصيانة (لإء0[1م )maintenance‏ » نوضح فی هذا البند بعض الحالات المباشرة 
فى هذا السیاق . اذا كان الجهاز یتکون من وحدتین ے کے © مستقلتین عسن 
بعضهما » وموثوقيتيهما ر ۸, , ۸ على الترتيب » وبغض النظر عن طريقة 
توصيلهماء فاننا نود معرفة آی الوحدتين أقصر عمرا؛ لان ذلك يساعدنا فى 
استخدام اعتمادات الصیانة المالية المحدودة » فى كثير من الحالات لتوقير 
قطعة غیار أو وحدة احتياطية . ۱ 
تشتد الحاجة لمعر فة او حدة الأقصر ععرا فى الانظمة المتسلسلة؛ لان طول 
عمر النظام هو طول عمر أضعف ودی ال نقدم النتيجة التالية التي 
تساعدنا فى معرفة الوحدة الأقصر أو الأطول عمرا محتملاً في أي جهاز مكون من 


نظرية ۱ ,۵ ,۸ 
اذا کان , ۲  ,‏ ۲ متغیرین عشوائیین مستقلین غير سالبین» وکانت دالت 
توزیعهما هی : د و ید 1۳ ودالتی كثافتيهما , 1, را » فان: 


ف0 


PC, Ty ۱ 





9 19 1 ,(t) dt 


البرهان 
دالة الحثافة الاحتمالية المشتركة للمتغيرين هی : 


0۳۸ نظرية الاحتمالات وتطبیقاتھا 

ای اب ان کہ و .۶۱ 

وذلك لانهما مستقلتان. وبالتالی فان الاحتمال (, 1> 2)1 هو تکامل 
الدالة الكثافة المشترکه حيث إن حدود | ) من الصفر وحتی راء آما حدود 
ر ا فمن الصفر وحتی اللا نهاية و من ذلك نجد آن: 


o ر‎ 
۲ )۲ > ( - | | f (Df ,)۵( dt dt و‎ 
] و‎ =0 Jt, =0 


و اه (م 204 0([1), 1 - (و ), [F‏ ۳ 
ہو 


دغل (ر) ؟ (د) T2) = | F‏ <, ۶)7 


0= ي ۸ | 


- | ۶,۹) ۱۵ 
0 


یمکن الحصول على صيغة مغلقه لهذا الا حتمال فى بعض التوزیعات المعر وفة أو 


السعلڈ .. 
مثال ۱ ,۵ ,۸ 


إذا كانت تتبع الوحدتان المستقلتان , 1 , 3 التوزیع الاسی بمعلمتین 
و بط E‏ زر کے ۳۳۲ . 


الحل 
باستخدام النظرية السابقة نكتب 


ECT (37 (Df ,)( dı 
زک ا‎ 


نظریة الموثوقیة ۹ 


وحيث إن : 
) ر بل ۱ ۱ 1 2 A‏ ۱ 
' عرش لاد , 7 6 22-(),] 
و ان" 


A» 6 


ا پا ۱ ۱ 
° 6 - 1 ()ر ۲ 6 - 1= (0) F‏ 


کے ۵ نظر یه الاحتمالات وتطبيقاتها 


١‏ - إذا كانت 8 وحدة موصلة على التسلسل باطوال حياة ,۲ ....,,,۲ فاثبت 


أن طول حياة النظام فصن 17 )118 ۲ حيبق ۲ سی بالوتشير 
العشوائی لاصيغر احصاء ترتیبی. 
؟- إذا كانت 0 وحلة درسب ۲۳ التوازی بآطوال خضاۃ 1 سی اس ۽ قانیت 
أن طول حياة النظام هو ((,5 .... ,رآ ,۲) ةم = 17 ۰ حيث 7 تسمى بالمتغير 
العشوائي لأكبر إحصاء ترتيبي . 
تع ۳ طول حياة آلة لتوزیم الأسى بمتوسط 20 ساعة. 

( أ ) إذا توافرت آلة واحدة وآلة احتياطية فأوجد احتمال الحصول على 
مالايقل عن ۲۸ ساعة عمل . 

(ب) کم عدد الالات الاحتياطية للحصول على ؟ ساعة عمل باحتمال 
5 ؟ 
6 - إذا كان الطول بالساعة لحياة جهاز یتبع توزيع وایبل بالمعلمتین 0-05 ۰ ۸-0.1 
فآوجد ما يلى : 

(۲ ) متوسط طول حياة الجهاز وتباینه. 

(ب) کم متوسط عدد الاعطال المتوقعة وتباینها فی أول آربعین ساعة عمل 
ولخمسین جهاز؟ 
لت إذا كانت ے 1رد 1 مقر مۂ و ا نل ویتبعان توزیع جاما بالمعالم 
و بر ۸ و مر ۸ على الترتيب . فبرهن على أن : 





0 


SOEs Kb وھ زی‎ 


۱ (ریرتے, لمم 
i= TY!‏ 1 11 - :)۸ 


حیث إن (, 12+ ۸ ۸= 


ود 
تست 


وعندما 21 ر 1- تا فبرهن آن: 


نظرية الموثوقية 26 


۸ 


سب ببخليويو qT‏ ۳۳ 

ما ۸ 

کے اہ آت دالة معدل الإخفاق الاحتمالية لعدد « وحدة موصلة على التوازى 
هي 


۲1 


8 ۳:۲ ۲ ۲ 
یڈ ےسک کے 2 ۳ T(t)‏ 
1 [ ع 1 
۷- تعمل طائرة باربعة محركات تتبع آطوال حياتها التوزيع الأسي بمتوسط 100 
ساعة عمل. إذا علمنا أن الطائرة تعمل بما لا يقل عن ثلاثة محركات» فأوجد 
احتمال أن تحمل الطائرة رحلة مدتها 20 ساعة . 
۸- إذا كان الطول بالساعة لحياة جهاز يتبع التوزيع الاحتمالى بدالة كثافة : 


2 
ie 


> 0 


ا 


I(t) = 





فأو جد ما يلى 

6 الموتوقية ات سمل ساعة واد 

(ب) معدل الاخفاق الاحتمالى . 

(ج) موثوقية نظام مكون من ثلاثة أجهزة مستقلة. ومتصلة على التوالی . 
۹- إذا كانت موثوقية أي وحدة فى الانظمة التالية هى 0.8 = ۸)0 فأي الأنظمة 
بالشكل رقم (۷, 8,5) أفضل موثوقية. فسر إجابتك معتمدا على تصميم الأنظمة. 


7۳ ۵ نظرية الاحتمالات و تطبیقاتھا 





الشکل رقم (4,۷ ,۸). نظام مر کب ومکون من آربع وحدات. 


١ ٠‏ - عندما يبلغ الشخص فى مجتمع ما ستين سنك فان طول حياة ( زمن 
الإخفاق) قلبه وكبده يتبعان توزيع جا بمتوسط عشر سنوات وبحيث 
تكون معلمة القلب 3 =». ومعلمة الكبد 68-2 إذا فرضنا أن القلب والكبد 
مستلان عن بعضهما فآوجد احتمال أن یتوقف القلب قبل الکبد. 
۱- آوجد موثوقية نظام یتکون من ١‏ وحدة متمائلة ومستقلة» موئوقية كل منهما 
(0), ۰1۶ ذا كان يعمل النظام بعمل مالا يقل عن 7 وحدة من الوحدات المكونة 
زوا سرک ل 2 20 : 1. 
۲- دا كانت دالة كثافة الاحتمال لزمن إخفاق ( فشل) جهاز هی : 

8 ج ہے ان ےق 

(t+4) * 





حیث تفاس ا بالسنوات فأوجد: 


ا ۵:۳ 


( أ ) دالة الموئوقية R)(‏ 
(ب) دالة الإخفاق الاحتمالی () 1. 


۳- معدل الاخفاق لوحدة Ew‏ )7 . آوجد احتمال أن تخفق (تفشل) 


السات 
الوحدة خلال سنتها الثالثة من العمل . إذا استعضت الو حدة باخری ممائلة» فما 
احتمال أن نحصل على ما لا يقل عن ثلاث سنوات عمل؟ 
۶ - بين أن متوسط طول الحياة لنظام متواز مکون من وحدتين هو: 


دم دكا 1 
+ سس + 
زر لا+ را (ر لا ار ,+ لا 


عندما تتبع طول حياة الوحدة الاولی التوزیع الاسی بوسط 





1 
۶ ال تنب طول 
حم برقع 


1 
TT‏ ۹ 1 
حيأة الو حدة الثانية التوزیم الا سی بو سط 2 
ہے 1 


7 


الق 





٥۔‏ إذا كان معدل فشل (إخفاق) وحدة ثابت ويساوي 0.02 لكل ساعة فأجب 
(1) ما احتمال أن تخفق الوحدة خلال العشر ساعات الأولی من عملها؟ 
(ب) إذا علمنا أن الوحدة عملت بنجاح لمدة طولها 100 فما هو احتمال 

أن تخفق خلال العشر ساعات التالیة؟ 

: إذا كانت دالة الكثافة لزمن اخفاق وحدة کهربية هو‎ -٦ 


(i) = متا‎ : 1 =0 


3 هب) 





6 2 ۵ نظرية الا حتمالات وتطبیقاتها 


حیث ا مقيسة بالسنوات فأوجد ما یلی : 
(1) دالة الموئوقية ()1 . 
(ب) معدل الاخماق . 
(ج) متوسط زمن الاخفاق وهو ما یسمی متوسط الزمن للاخفاق. 
۷- دالة الموثوقية لتوزیع رایلی (0ع[18۵1۱6) تعطی بالعلاقة 
R(t) = e ۳۳۹‏ 
فآوجد ما يلى : 
ul [‏ الفشل لهذا التوزیع وادرس تزایده أو تناقصه . 
(ب) متوسط الزمن للاخفاق بدلالة 6. 
۸- إذا كان معدل الا خفاق ( الفشل) الثابت لجهاز کهربائی هو 5 آیام؛ فإذا تم 
فحص عشرة أجهزة فى أحد الأيام» فأوجد ما یلی : 
( آ ) العدد المتوقع للأجهزة التى تخفق فى الفحص . 
(ب) احتمال أن يخفق آکثر من جهاز في الفحص . 
(ج) عدد الأجهزة التى إذا تج خسسها بز ن العدد المتوقع إخفاقه من 
الأجهزة خمسة. 
۹۔ إذا كانت موثو قية جهاز فطع وفصل معدات معدنية هو : 
3 عي ےج ہت * 86-1-0216 
حيث تفاس ؛ بالساعة فاحسب ما پلی : 
113 حرط الرمع قفا 
(ب) ادرس سلوك معدل الفشل فی التزاید أو التناقص . 

۰ علم من دراسة میدا نية أن معدل مدة استخدام جهاز تلیفزیون من سبدم 
معین هو 1.8 ساعة في الیوم. ویعطی المصنع ضمانا على أي جهاز لا يظهر 
الصورة بمتوسط الزمن للفشل من آلفی ساعة. اذا علمنا أن طول حياة الجهاز 
یتبع التوزیع الاسی قما نسبة الأجهزة العاطلة خلال فترة الضمان؟ 
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وتزداد آهمية تطبیق نماذج صفوف الانتظار عند محدودية ا موارد والرغبة فى النافسة 
واحصول على نتائح أفضل بأقل تکالیف ولذا يكن اعتبارها نوعا من طرق 
الأمثلية فى اتخاذ القرار . 

تظهر صفوف الانتظار فى كثير من الجالات؛ فمثلا نجد صقا من الطلاب 
المتقدمين للالتحاق با لحامعة واستكمال أوراقهم فى عمادة القبول» أو نجدهم فى 
صف لتسجيل القررات التى يرغبون فی دراستها. ونجدهم فى صف انتظار لاستلام 
النتائج . وقد يكوتون صفا فى مطعم الجامعة. وهناك صفوف انتظار مكونة من 
مرضى فی انتظار دورهم لمقابلة الطبیب. أو تكون مكونة من زبائن في السوق 
المركزية لتسديد حسابات مشترواتهم» كما تكون هناك صفوف مكونة من الات 
تنتظر الصيانة الدورية أو الإصلاح التى يقوم بها مهندس أو عدد محدود من 


۵ ۶ ۵ 


0:1 نظرية الاحتمالات و تطبیقاتها 


الهندسین؛ وربا یکون فى صف الانتظار أعمال یضعها ال حاسب الالی فی صف 
الا نتظار لا جازها . ۱ 5 

تهتم البنوك بمراقبة صفوف الانتظار لتنافس غیرها من البنوك وذلك بتقدیم 
خدمة آسرع مع مدة انتظار آقل ما یکن وقد یکون الوضوع فی الصف أدوية 
موجودة فى الصيدلية تنتظر من يشتريهاء آوسلعة محدودة العمر؛ مثل الواد 
الغذائية المعلية أو المحفوظة بطرق التجفیف مثلاً . 


۲ مكونات صف الانتظار 

يتكون نظام صف الانتظار (5]6102:ز128-5عناعدان) من محطة أو مركز خدمة 
(service station)‏ وقد یکو ن بها شخص أو آلة تقو 1 بالخدمة »)server(‏ كما یو جد 
فى كل صف أشخاص أو وحدات تبحث أو تنتظر الخدمة تسمی الزيائن 
(e5صcustom)»‏ وتسمى الوحدات الملحقة بصف الخدمة الوصول (فله71۷ه) آما 
الوحدات الخارجة فيشار إليها بالرحيل (عتنااتةمء0) . 
ولدراسة آی صف يجب معرفة ما یلی : 

-١‏ الوصول : ويشمل توزيع الزمن بين وصول وآخر» وعدد الواصلين فى 
كل لحظة فيما إذا كانوا فرادى أو مجموعات أو دفعات» وحجم مصدر الزبائن إن 
كان لانھائیا أو محدوذا. 

۲- الخدمة : تشمل التوزيع الاحتمالی لزمن الخدمةء وعدد الخدم» وعدد 
المخدومين إن كانوا يزيدون على زبون واحد. 

۳- سلوك الخدمة : توجد عدة آمور لاختیار الزبون أو دخوله مركد 
الخدمة؛ فقد تكون الخدمة حسب ترتيب الوصول. كما قد تكون حسب عكس 
ترتیب ٹرسوت لو سمح يبل آدی ينم ار رد هرھ د سب ا 
محددة تعتمد على أهمية الزبون أوطبيعة الخدمة؛ مثل الخدمة فى الطوارئ فى 
المستشفيات تكون حسب حالة المريض» كما قد يكون سلوك الخدمة عشوائيا ١‏ 
تتبع ترتينًا محددا. 
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5 - سعة مکان الانتظار: قد لا یکون هناك مکان للانتظار» أو يكون 
الانتظار محددا بسعة ماء أو قد تکون سعة الانتظار لا نهائية . 

-٥‏ سلوك الزبون: قد لا يحبذ الزبون الالتحاق بصف الانتظار ویفضل 
الاد يرطع فش حالة غ ما كان لار مقل ولاك سب طول داش 
الانتظار کا وی متنعا (ع631!12). أو يلتحق ومن ثم یغادر الصف لشعوره 
بطول وقت الانتظار ویسمی هروا (۲206۵108) أو قد ینتقل الزبون إلى صف 
انتظار یقدم الخدمة نفسها فى نظام صف الا نتظار ویسمی تذبذب (ع0010ز) . 

اعتاد الدارسون والباحثون فى صفوف الانتظار استخدام الرموز التالية 
لتحدید نموذج صف الانتظار 2/9/0/0/6 
حیث ان : 
8 ترمز لتوزیع عدد الواصلین أو زمن ما بین الوصول. 
تا ترفز لتوزیم زمن الخدمة. 
» ترمز لعدد الخدم فى النظام . 
4 ترمزلسعة مکان الانتظارء وإذا لم تحدد فیدل ذلك على أنها لا نهائية. 
© ترمز لمصدر الزبائن وكذلك فان عدم تحديدها يدل على أن المصدر غير محدود. 


۳ عمليات الولادة والموت 

تم استخدام عملية الولادة والموت (0706659 06210 - ::زط) للتدليل على عدد 
الوحدات الخزنه وما يضاف إليها هو ولادة وما يصرف منها هو موت . كما قد 
تكون الولادة هی القادم (131031) فى صف الانتظار» بینما الموت هو الراحل 
«(departure)‏ و بالتالی ف تصطیح ۳ اک هرم کرته مغل آو تا عن واقع, 
كذلك إذا كنا ندرس مجتمعا بكتيريا فيكون الانقسام ولادة والفناء أو الفقدان 
موا وقد يكون الجتمع هو سکان مدينة أو مجتمعًا ما. 

يجب أن تحکم عملية الولادة والوت آربع فرضيات أساسية» وذلك بفرض 
آن حجم الجتمع فی الفترة (81+,1) هي ا نوردها فیما يلى : 
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(, 0) احتمال عدم حصول ولادة فى الفترة (۵۱+,) هو : 
P ١٠0(0 - 1-2 „ St + 0 (6)‏ 

(م 0) احتمال حصول ولادة في الفترة (1+80,]) هو: 
A ۵۱+ 0 )80‏ = 80+ا) 


P ہی‎ 

وبالمئل يمكن كتابة 

( . 0) احتمال عدم حصول وفاة فى الفترة (]8+,]) هو 
(۵۱) 0 +6۱ , ۸ - 1 ع (1+۵0) Pk‏ 

(ر ) احتمال حصول وفاة فى الفترة (۵0+,) هو : 


۳ ۱ )+۵1( = A , ۵۲ + 0 )۵۱( 


من قاعدة آن مجموع الاحتمالات يساوي الوحدة نحصل على النتيجتين التالیتین 
(, 0) احتمال حصول ولادتین أو آکثر خلال الفترة (81++) هو : 


(t+Ot) = 1 — (t+Ot) - ام‎ (t+5D - 0 (5) 


تفع ۲۳ چو ۴ 
ڪا 4 ہیں کے بر -] 
( 0) احتمال حصول وفاتين أو آکثر خلال الفترة ۵0+ا,ا) هو 


= 1 - (t+Ot) - P ٠۱ (trot) = 0 (5t) 


جآ 
حي مورک ,5ه ] 

ولدراسه هذا التوع من العملیات نحاول تکوین العلاقات أو العادلات الرياضية 
التی تحکم السلوك للعملية بحالتها العامت ومن ثم حصر ا حالات الخاصة ضمن 
قيود معقولة وقابلة للتطبیق . 

القدار (0)80 كثيرة حدود تحتوی على الحد :8 بالقوة الثانیة» أي * 60) أو أكثرء 
ومن ذلك نلاحظ أنه : 
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إذا كان (80+]), 2 هو احتمال أن یکون فى الجتمع أو فى صف الانتظار ۲ 


شخص فى الفترة (81+])» وهذا يتكون من مجموع الاحتمالات الاتية: 
Cj‏ يوجد عدد ۲ فى المجتمع أو الصف فى الزمن ) وعدم قدوم أي 
شخص أو خدمة أي شخص خلال الفترة القصيرة ۵. 
(ب) یوجد عدد ۲-1 في الجتمع أو الصف فی الزمن ! وقدوم شخص 
واحد خلال الفترة القصيرة ]0. 
(ج) يوجد عدد 1+ فى المجتمع أو الصف في الزمن ا ورحيل شخص 
واحد خلال الفترة القصيرة ]0 . 
( د ) يوجد عدد نع أو +1 حيث 2 <1 فی الجتمع أو الصف فی الزمن 
ا مع قدوم شخصين أو أكثر أو رحيل شخصين أو أكثر خلال الفترة القصيرة 51 . 
ونعلم أن احتمال الفقرة اللأخيرة (د) هو 068 وهی حدود يمكن إهمالها كما 
سنری فيما بعد . 
لشكويرة النموذج الذي یحکم هذه العملیة نكتب : 
Ot +0)61([‏ هر - 1 ] . [(60)ه + =P , (t) [ 1 - A Ot‏ (غ0+ ,(t‏ م 
St +0(5t)]‏ مر - 1 [ . +P ,_,)0 ]2. St + o(8D]‏ 
St+0(5D]. [ 1 - A^ St +0(5t)]‏ ير ] 0) +P.‏ 
[0)8.) ] + 


بالتبسيط ونقل ()» ۳ إلى الطرف الاين والتقسيم على 80 نحصل على : 


۲ ,)+۵۱(- ۴ ,)0 | 


(۱0)8۱ 1+ ١ہ‏ ظ لر+()) , . + ۲ +A‏ () ۲(ل+۸()۔ St‏ 


باخذ نهاية الطرفین عندما 5 تؤول الى الصفر نحصل على : 


0ف ڈاو اہن ٣‏ ری 4ل لكوي ٣ا‏ 2+ 0 (A + |) P‏ - = ۱0 ۳ 


0 ل + هار کے 2 -<() ۳ 

وذلك لعدم إمكانية رحیل آحد عندما یوجد الصفر؛ وهو عدد الاشخاص فى 
النظام» ولان ۷<(), ٣‏ ۱ 
اي لا يمكن أن یکون عدد الزبائن فى الصف سالبّاء ولقیم × الاخری نکتب : 

۱ جع اف یی ای بل ہا ۱ ۳ ۱ ۳ 2 - = ,(t)‏ ۳ 
يقال للمعادلتین السابقتین لقیم ۰-0  <1‏ العادلات الفرقهية 
التفاضلية difference equation)‏ - اdifferentia).‏ لحل مجم وعة المعادلتين 
السابقتين نحصر آنفسنا عندما تؤول ] إلى مالا نهاية» أى ندرس المجتمع أو صف 
الانتظار فى حالة الاستقرار (5]86 002:۷نا۱2ع) التى لا يعتمد عدد الأشخاص فى 
لصف فیها على الزمن ۱ فیکون: ۱ ۱ 

11۳0 ی‎ (DD =P ل‎ 


15 تو‎ ۱ 
lim ۲۳ .)1( =0 


1 


بالتعویض فى العادلات السابقة تحصل على : 
لی مع سے پل - = 0 
1ت کی وی ×ط وی رپپ لب سس 
و الصفان الا خیر ان معادلتان فروقیتان (وغير تماد تن وعکن نا حلهما باست ستخدام 
الاستقراء الریاضی (000 1000 [13]16103]162) حیث نلاحظ أنه لقيم 0 -1 یکون : 
]۳ 
A‏ 


0 


7 لا کے et‏ 








--) ۶ ( 
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نعوض عن قيم ٤-8‏ وكذلك عن قيمة ,. ,۳ السابقة فنحصل على : 


A 1 ا‎ ۲- [ ۲ ۱۸ 


٢] ۳ ۰۰۰ و‎ | 


51-2 


ا وی 7و 0ے يي 
| 2۰.۰.۰.۰۳۸ ۱۳ لم 


| مقعوم 





ا( خر ة| --0 





ومن ذلك مد أن : 


أي أن 
EPS‏ ۸ ۰-11 م 
1 = | 
اس بر 
ناس kK‏ 


ومن ذلك ید أن : 


7۲ ۵ نظر ية الا حتمالات وتطبيقاتها 








أي أن احتمال أن یکون صف الانتظار فارعا هو : 





۳ 


k =1 i=l 1 








1 - [ 
۱ 


يجب ملاحظة أنه عکن حل ا حالات الخاصة للمعادلات الفروقية التفاضلية 
وذلك عند دراسة حالة الولادة القدوم البحتة (طاتنط عنام ) أو حالة الوفاة أو 
الرحيل البحتة (pure death)‏ . 

باستخدام حل المعادلات التفاضلية من الدرجة الاولی» أو استخدام معامل 
التکامل (1۵0۱0۲ عهناهععاه) لن نقوم بدراسة هاتین ا حالتین واغا نتر کهما للقاری 
التمرس ‏ آما الحالة غير الاستقرارية العامة ؛ أي ایجاد (ا), ۲ فیصعب التعامل معها 
فى مستوی کتابنا الحالى . 


٩, ٤‏ نموذج صف انتظار بواسونی بخادم 
نقصد بهذا النموذح صف الانتظار البسیط ۷/۱ ؛ أي أن عدد القادمین 
يتبع توزیع بواسون بعدل 2 وزمن الانتظار یتبع التوزیع الاسي بمعدل ۰۲۲ ومن 
ذلك کون لدینا: 
سے E Re‏ ۸ - ,۸ 
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وبالتالی فان عدد الزبائن فى صف الانتظار يكون 1 باحتمال: 


5 
٠۔1]‎ Aa EJP 
| 
K 
-|][ )2/ ( 213 , k=0,1, 
از‎ [ 


ولحساب م ۲ نستخدم العلاقة : 


1 





k =| 1 1 


kK‏ هه 
| ۲ 2 
0 | - 1 ۱ 
د | 11 2 +1 | بر ۳ 


فيكون لدينا: 


5 
“ || بش + سم ۳ 
ا اه 
وبالتالی فان : 
53 
کل 
1-8 
5 





وبالتالی فان : 


داد نظرية الا حتمالات و تطبیقاتها 


ع ۱ ۳۳ . ˆ )|( )۱ = P‏ 
فرض : 
A 1‏ آو 1 < ۸ 
ل 
لیکون النظام مستقرا ویکون للمتتارعة الهندسية مجموع محدود وسمی اله 


2 بشدة كثافة المرور (605107اه1 ۱۳21116) ویرمز لها بالرمز م فیکون : 
۳ ۱ 


وبدلك نکتب : 
Elin‏ ,¢ ۲م|م-1] - ۳ 
=E(k)‏ .] 


DIT 


ز- 6 
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(م - 1) 


ولان يمكننا حساب القادیر المميزة لصف الانتظار مثل متوسط عدد الزبائن 
في النظام» ومتوسط عددهم فی الانتظار أو احتمال أن یکون الصف خالیا أو 
احتمال آلا یوجد من ينتظر . 

)١(‏ متوسط عدد الزبائن في النظام : التوسط لهذا التوزیم من ملاحظة 
لدالة الولدة للعزوم هی : 


1 ۵ نظرية الاحتمالات وتطبیقاتها 


G(s) = E(s 5 


۴ : E. 
م(م-1)* و و‎ ^ 
e وو ل‎ 


کے پت 
رم - 1( 
وبالتالی فان التو سط هو . 
۵ (0 - 1) ۳0 
ال کے ج لظت - ([) ٴر) 
“(م5 - 1( 0 
0_ _ 
رح = 1) 





(ب) متوسط عدد الزبائن فى الانتظار : آما متوسط عدد الزبائن فی الانتظار 
)01٥0108(‏ باستبعاد الشخص الذي فی ا خدمةء ویرمز له بالرمز با فیحسب كما يلي : 


L=E(k - 1) 
۳ 2, (k-1)P, 
k= j 
“مرح “مارح ۔‎ 
دعا‎ | k =] 


-L (1-P (م‎ 
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وسكت د 





لاحظ من حساب ابا أن: +p‏ سا درآ 


,0 + مم = [لایوجد من ینتظر )۳ 


)1-0(+ (1 -p)p 


(م (1-p)(1+‏ 
67 = 
(د) احتمال آلایقل عدد الزبائن عن : شخص : هذا الاحتمال يعنى اما 
احتمال عدد الزبائن فى النظام لایقل عن ۲ شخص أي أن : 


2۰ = (لایقل الزبائن في النظام عن ۶ شخص)۳ 


2۱۱-۱ ۔ 


لقت 


مث (م-1) = 


=F 


3 


0 
م - 1 





۱ 


)1- 0( 


7 


0 


۵۵۸ نظر ية الا حتمالات و تطبیقاتها 


كما يلى : 


2 8 


r+|‏ = عا 


( لایقل عدد المنتظرين عن r‏ شخص )۳ 


r+] 


E 

۵ , نتيجة ليتل 

أكد هذه النتيجة ليتل (ء1))1ا1 ٤.‏ .0 .[) بالبرهان وذلك فى بحث نشره فى 
مجلة «بحوث العملیات» عام ۱۹۲۱م بعنوان ابرهان علافه في حتف الانتظار 
۷ ,۰۷1 ولذلك نسبت إليه مع آنها قديمة جداً. 

لنفرض أن ۸ معدل وصول الزبائن» وأن ۷۷ متوسط زمن النظام (۳6ذا «تعنولزة) 
ویقصد به متوسط الزمن الذی يقضيه الزبون فی الانتظار والخدمة معا وقد يشار 
اله على آله متوسط ومن صف الاتظار ویختلف سی متوسط زس الاتظار فلي 
النظام (queueing time)‏ . ۱ 

تنص نتيجة ليتل على أن متوسط عدد الزبائن فى صف الانتظار (آو النظام) 
يساوي حاصل ضرب معدل (أو متوسط) وصول الزبائن للنظام في متوسط الزمن 
الذي يقضيه الزبون فى النظام ؛ أي أن : ۱ 

۷ - را 

یت قر یف ذلك فى القصل ( :11 اق 

والبرهان البدهی لنتيجة ليتل یعتمد على ملاحظة أن يجد زبون عند التحاقه بالنظام 
لعدد نفسه من الزبائن عند تما خدمته ومغادرته للنظام . وهذا العدد هو .1 متوسط عدد 
الزبائن فى النظام . وعند مغادرته یکون عدد الزبائن الملتحقين بالنظام خلال انتظاره و خدمته 
يساوي11 إذا كان قد قضی وقّا فى النظام يساوي 1 وحدة زمن؛ أي أن النتيجة صحبحة . 

لو أردنا حساب زمن الانتظار فقط» فإنه بالطريقة نفسها يمكن الوصول إلى أن : 

AW,‏ زا 
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حيث وبا متو سط عدد النتظرین و ,۷۷ متو سط زمن الانتظار. 
مثال ۱ ,6 , ٩‏ 

استخدم نتيجة لیتل لایجاد مایلی : 

ودلك في نظام الصف ۷۲/۷/1 العروض فی البند السابق . 
الحل 


را ) وجدنا فى البند السایق أن : 


ل 








- رآ 
با 
وبالتعويض في نتيجة لیتل فان متوسط زمن النظام يحسب كما یلی : 
lL. = AW‏ 
ل پپ 
1 
کے 
تاج 1 
00ے _ 
A 1 - ۸۱|‏ 
ےپ 
0-720 


(ب) كما وجدنا فی البند السابق کذلك أن متوسط طول صف الانتظار 
هو : 


۰ 1 ۵ نظر به الاحتمالات وتطبيقاتها 





ومن ذلك يمكن حساب ,۷ بالعلاقة التالیة : 
L, = AW‏ 


ا 


نے 
سے 





نا انح 
سے 
1 
5 





نا |نج 
اج 


` - 0 


ندرس هذه ا حالة کتطبیق إضافى أو تحديد لنموذج صف الانتظار فى البند 
E)‏ بر مز لهذا النموذج بالرمز ۸۵ ¢ حيث یصل الزبائن ععدل ۸ و فقا 
معدل لم ؛ أى عتوسط آسی مق داره. يسير العمل فى صف الانتظار عندما 
يصل زبون يلتحق بأي من الخادمين إذا کانا عاطلین (غیر مشغولین) أو یلشحق 
بأحدهما إذا كان الآخر مشغولا» أو ينتظر إذا كان كل منهما مشغولا بخدمة زبون 
آخر لیلتحق بالخدمة فور شغور مركز الخدذمة. من الفرضية السابقة نجد آن : 


۵ 


۸ =A . Ee, توا‎ 


۲ k= j 


TT‏ دا سا 





وبالتالى فان الاحتمال الستة ظ 
۱ ۱ و حتمال | teady)‏ چ ےم : 
الانتظار هو : ۴ لوجود ‏ شخص أو زبون في صف 


وآن : 
P0 = [33 (۷‏ ي 
٣۰ 2 ۱2۱۳‏ و 
و کذلك : 
2 عم ف 
Pç = ۱ Po 2‏ 
ی 211 
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جہ م هه 


1 - م هی كثافة ار کهة . 


نلاحظ کذلك أن أ ك ا وبفرض أن ۱ج يعطي أن : 





























۱ ۴ 
Po = سے‎ e Fs 
۱ ۳ 
> ہے‎ P2 
1 - )0/2( 

۳ 2 + ۱ 

| مج - 

_ (0 

کے ` 


وهذا هو احتمال أن یکون نموذج صف الانتظار فارعا آو(0 )۰۳ ومن ذلك 
یکون احتمال أن یو جد ۷ شحص فى النظام هو : 


اع وا 


ومن ذلك کن حساب بعض معالم صف الانتظار (آو ما بشار العا آحبانا 
مقاييس الكفاءة (measures of effectiveness)‏ . 
متوسط الزبائن فى نموذج صف الانتظار هو : 





۲ < )2( 





2 < 
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=2) 


k= Û 


d 
dp/2 


ا |د 
۱ 


1 
"(2/م) -۱ 


نك 
سرا 


= ۹ 
k = 0 











ا 


۱ 2 + 0 


يمكن کذلك حساب متوسط الزبائن النتظرین كما يلى : 


9 
)و 
وبالتبسیط نحصل على : 

















ودک - 

اھ2 ده - 

20 )چیه - 

( ا 
: ۴ 7 


1۳ 
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ولكن يمكن كتابة الصيغة الاخيرة كما يلي : 


5 0) 
5 - A 0 


. م4 
م - 4-02 = 





وبذلك نستنتج أنه في نظام صف انتظار ۸۸/۸/2 يكون : 
6+ ریا سا 
وهی العلاقة الخ لاحظنا حققھا فى نظام MIMI‏ . 
مك حساب زمن الانتظار للزبون فى صف الانتظار ۸4/44/2 باستخدام علاقة 
لیتل وهی : 
۷ سآ 


4 
ومن ذلك نجد آن: 





|| 


ا 
یہ ںہ 
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2 
|| 
2 
سد 
۱ 





۷ تمارین 
۱- تصل سیارات إلى محطة التزود بالوقود تبعا لتوزیع بواسون وبمعدل فى 
الساعة» وتستغرق خدمة السيارة الواحدة خمس دقائق فى المتوسط. ويتبع التوزيع 
الأسى علما بأنه توجد مضخة واحدة فقط لتعبئة الوقود. أوجد ما يلى: 

() احتمال أن تكون المحطة فارغة بدون سیارات. 

(ب) احتمال وجود 15 سيارة أو أقل فى الحطة. 

(ج) احتمال ألا تقل السيارات فی الحطة عن خمس . 

( د ) متوسط عدد السارات فی الط 

(ه) متوسط الزمن الذى تقضيه السيارة فى المحطة . 
۲- تبین أثه في احد ورش كلية العلوم تصل الاجهزة العاطلة معدل 12 جهازا فى 
اليوم (خلال ثماني ساعات)» وذلك تبعا لتوزیع بواسون. |ذا گان متوسط زمن 
اخدمه» والذي یتبع التوزیع الاسی» لاصلاح اهاز يساوي عشرین دقيقة» ویوجد 
فنی واحد لام صلاح فى هذه الورشة. 

( أ ) آوجد احتمال أن یکون الفنی عاطلا عن العمل . 

(ب) احسب احتمال آلا یوجد اکثر من ثلائة آجهزة على الاکیر. 
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(ج) احسب متوسط عدد الأجهزة فى الورشة. 

( د ) أوجد متوسط الدة الى یحتاج إليها اهاز في الورشة حتی تسام 
إصلاحه . 
۳- اذا زودت الكلية الورشة بفنى آخر له نفس قدرة الفنى الأول وكفاءته ويعمل 
فی الإصلاح بالتوزيع الأسى ادل نفسه» فأوجد ما 7 

( أ) احتمال أن يكون الفنيان عاطلين . 

(ب) احتمال أن يكون أحد الفنيين عاطلا . 

(ج) احتمال أن يوجد فى الورشة ثلاثة أجهزة على الأكثر . 

( ) اخس ترط ند الا الموجوذة فى الورشة. 

(م) آوجد متوسط الدة التي یحتاج لیا هار لی الورشة. 
-٤‏ يتبع الزمن الذي یستغرقه موظف القبول فى الجامعة للتأكد من استکمال 
الطالب أوراقه التوزيع الأسى ععدل ثلاث دقائق للطالب» فإذا لوحظ أن حضور 
الطلاب للعمادة يتبع توزيع بواسون بمتوسط 5 طالبّا فى الساعةء فأوجد ما يلي : 

(۲) احتمال آن گرڈ الركلقه شغول. 

(ب) احتمال آلا يوجد آکثر من خمسة طلاب فى صف الانتظار . 

تب فرط عد الاب ھی عاب ااا 

( د ) متوسط زمن انتظار الطالب عند تقدعه الاوراق . 
۵- يوجد فى أحد الفنادق بدالة (سنترال) الية لنقل مکالات زبائن الفندق إلى 
لخارج. ٹیم عدد الکالات توزیع بواسون بمتوسط يق بینما یتبع ومن الکالة 
التوزیع الاسی بالعلمة م وبفرض أنه يوجد عدد خطوط كافية فى البدالة . آثبت 
أن مم احتمال انشغال ہا خط فى البدالة يتبع توزیع بواسون بالصيغة : 


/ \k 
ا ۳ لن ت‎ . ESD س1.2‎ 


1 يو جد فى إحدى قابات ا حجامعة مو قف يتسع لخمسين سمارة . تصل السیارات 
حسم ور بواسون بعدل سيارة فى الساعة. يتبع مدة وقوف السيارة التوزیم 


أنظمة صفوف الانتظار ۷ 


الاسی بمتوسط ساعة ونصف. أوجد : 
(i)‏ احتمال أن يكون الموقف فارغا. 

(ب) احتمال أن يكن الوقف مليئاً بالسيارات. 

(ج) احتمال ألا تجد سيارة قادمة سوى مكان واحد فى الموقف. 

( د ) احتمال ألا يزيد عدد السيارات عن نصف عدد اراق 

(ه) احتمال أن تصل سيارة ولاتجد مكانا بالموقف. 
۷- يوجد فى مكتبة الجامعة موظفان لاستکمال إجراءات إعارة الكتب للطلاب 
فإذا كان معدل وصول الطلاب إلى قسم الإعارة يتبع توزيع بواسون بمعدل 25 طالب 
فى الساعة. وکان زمن إنهاء إجراءات الاعارة يتبع التوزیم الاسی متو سط دفيقتين 
للطالب» فأوجد ما یلی : 

(۲) نسبة الوقت الذي زكرن فيه الوظفان عاطلین. 

(ب) احتمال أن یکون آحد الوظفین عاطلا . 

(ج) احتمال أن ینتظم فى صف الانتظار طالب يريد الاعارة. 

( د ) متوسط عدد الطلاب فى قسم الاعارة. 

(ه) متوسط زمن بقاء الطالب فى قسم الاعارة. 
۸- لدینا صف انتظار بوصول بواسونی وخدمة آسية وبخادم» حیث إن معدل الوصول 
هو 2 (1+2) = ,۸ ومعدل الخدمة الأسية 2 يهم لقيم ...0,1,2 -1. 
لطلوب إيجاد احتمال وجود K‏ زبون فى نظام صف الانتظار بدلالة 2 = م 

1 
بقرض أن 1> م» اوجد کذلك متوسط عدد الزبائن فی نظام صف الانتظار . 
4- آوجد,(. احتمال أن يوجد ‏ زبون. في نظام صف الانتظار البواسونی 
بعدد 5 خادم. آي ۸1/11/8 حیث هه > و. وأثيت آنم + مب > 1 
-٠‏ إذا كانت المعادلات الفرقية التفاضلية للنموذج الانتقالى لعملية ولادة بحتة هي : 


0 
سس‎ ٣)٣ > -A Po(D 
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21 ,۳۱۵ ۴۵۲2۸ يزع م ۳ 


آوجد(), ۴ احتمال أن یوجد » زبون فى نظام صف الانتظار فی الزمن 
1 إذا علمنا أن 0 > (2,)0 لقیم 0 وآن1 = (2)0. 
-١١‏ استخدم المعادلات الفرقیة التفاضلية لعمليات الولادة والموت لنكتب العادلات 
الفرقية التفاضلية لعملية الموت البحتة إذا كان يوجد فى نظام صف الانتظار × زبون عند 
بداية عمل النظام؛ أي آن 1 = (0) 0ء ثم آوجد قيمة () ,۲۴ لقیم ساسا 
۲- إذا كان لدينا صف انتظار بواسونی بعدد لانهائی من الخدم أو بخادم متجاوب 
(أي يضاعف خدمته بعدد الزبائن الموجودين فى نظام صف الانتظار) أي نظام 
مه MIM!‏ . 
بفرض أن معدل الوصول 272-72 لقيم .k=1,2,...‏ 
و معدل الخدمة 1 = ,لا لقیم 212۰ 1 . 
آوجد كلا من : 

(أ) 0 احتمال أن یکون نظام صف الانتظار فارغا. 

(ب) ضط احتمال وجود زبون فی النظام . 


0 


المورابع 


أولاً: المراجع العربية 

أبو صالح . محمد صبحى وعوص ۰ عدنان محمد (۱۹۸۳م) مقدمة فى الإحصاء : 
دارجون وايلى وأبنائه . 

آبو عمه ؛ عبدالرحمن محمد ؛ عبدالله أنور أحمل ؛ هندی » محمود إبراهيم 
(۱۹۹۰م) الاحصاء التطبیقی ؛ الطبعة الاولی» عمادة شوون الکتبات 
جامعة الملك سعود» الویاضی. 

أبو عمة. عبدالرحمن محمد» أحمدء عبدالهادي نبيه (515١ه)‏ ترجمة النظرية 
الإحصائية للموثوقية واختبارات الحياة . تأليف إدوارد بارلو وفرانك بروشان. 
عمادة سو ول الکتسات؛ حامعة اللاك سعو د 0 الورياض.. 

أبو عمه ‏ عبدالر حمن حمل غ6 (۷ ۶ ه«ر) نظر ية صمو ف الانتظار وتطبیقّاتها. 
تالتش ۽ 

بری» عدنان ماجد؛ هندي» محمود إبراهيم؛ وعبدالله» آنور أحمد (۱۹۹۱م) 
مبادی ء الا حصاء والاحتمالاات» الطبعة الا وة عمادة سوّ ون الات 
جامعة اللك سعو 63 الریاض . 

بیشتز سيمور (۱۹۷م). سلسلة ملخصات شوم فى الاحتمالات. لندن: 
ماکروهیل للنشر » تر جمه سامح داوود ومراجعة : عبدالعظيم تر دار 
الریخ+ الریاض. 
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الصیاد» جلال مصطفی (۱۰۸ه) نظرية الاحتمالات . دار الشروق» جدة. 

کنجوء آنیس (۱۱۳ه) الاحصاء والاحتمال. الطبعة الاولی» عمادة شوون 
الکتبات» جامعة اللك سعود الریاض . 

مصطفی » مدنی دسوقي (۱۹۷۹م) مبادیء فى نظرية الاحتمالات وال حصاء 
الریاضی . دار النهضة العربية القاهرة. 

هویل › كيول ج (۱۹۸4م). لبادیء الاولية فی الإحصاءء الطبعة الثانية» ترجمة 
عبدالوهاب» بدرية شوقی؛ الشربینی» محمد کامل . دار جون وایلی وأبنائه 
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احتمال 
احتمال شرطی 


احتمال کلی 


تباين 

تباین متغيرين 

تباين مجموع أو طرح متغيرين 
دجر به 

تجزيء المجموعة 

تخار 

تغاير متغيرين عشوائیین 
تقاطع 

تقريب بواسون لتقريب طبيعي 


تقريب بواسون لتوزيع ذي حدين 





union 

probabılıty 

conditional probability 
total 01167 


ordinates of normal 1:7 





varlanCcê 

varlance of two varlables 

۷۵1310166 of sum dıfference 

experiment 

random experıment 

partition of set 

0ٔ 62 

covariance of two random varıables 
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normal 3۵۰۱1:3100 to the 001880۳ ۵ 


Poisson approximation of the binomial 
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تقریب ذي الحدین لتوزيع طبيعي 
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توزيع أسي 

توزيع بيتا 

توزيع بواسون التكراري 

توزیع بواسون الاحتمالي 

التوزیع التكراري لذي الحدين 

توزيع جاما 

توزيع ذو الحدين الاحتمالى 

توزيع ذي الحدين السالب الاحتمالي 
توزيع طبيعي 
توزيع طبيعي قياسي 

توزيع عدة متغيرات 

توزیم فوق الهندسی الاحتمالی 
توزیع متصل 

توزیع مشترك 

توزیع منفصل 

ودي افامشي 

توزيع الهندسي 

توقع رياضي 

توقع ریاضی لدالة متغير عشوائی 
توقع ریاصی لمتغیر عشوائي 


جبر بوریل 





normal 30۲01013100 to the binomial 


01+7 

exponential 115116 0ب‎ 

beta distribtution 

Poisson frequency distribution 
Poisson probability distribution 
bınomıal frequency 0 
gama distribution 

negative probability dıstrıbution 
negatıve binomial dıstrlbution 
normal ) 7 

standard normal distribution 


multinomıal 013167 


hyper geometric probability distribution 


contınuous 11:67 
[601011 11510 70ب‎ 
016 

marginal distribution 
8601116112 07 


mathematical expectation 


expectation of a function of random variable 


mathematical expectation of random bariable 


9 


algebra set 


borel algebra 


نت الصطلحات ۵ ۵۷ 








حادئة event‏ 
حادنة بسطة simple event‏ 
حادثة مو كدة sure event‏ 
حادنه متنافه mutually exclusive event‏ 
حادنه مر که compount event‏ 
حادنه مستحملة impossible event‏ 
حو ادث مستقلة 15 independent event‏ 
2 
دالة function‏ 
دالة الا حتمال probability function‏ 


دالة الا حتمال الشرطية 
دالة الاحتمال المشتر کة 
دالة نتا beta function‏ 
دالة التراكمات 

دالة التو زیم 

دالة التوزیم التر اکمبة 
دالة التو زيع الثنائية 
داله التو زيع لمتغير عشوا فى متصل distribution function of contin random variable‏ 
دالة التو زيع لمتغير عشو ئي منفصل distribution function of discrete random variable‏ 
دالة التو زيع الهش كة 


conditional probability function 


[01۳01 probabılıty function 


comulant generating function 
ل‎ ۱55180۲108 10: 
cumulative distribution function 


bıvarıate dıstrıbutıon function 


Joınt distribution function 


gama function دالة حاما‎ 
mass function دالة کتله‎ 
density function دالة كثافة‎ 


دالة مميز ه 


characteristic م۲‎ 7 
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